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前言

MATLAB是MATrix和LABoratory两个词的组合，是由美国MathWorks公司发布的主要面向科学计算、可视化以及交互式程序设计的高科技计算环境。它将数值分析、矩阵计算、科学数据可视化以及非线性动态系统的建模和仿真等诸多强大功能集成在一个易于使用的视窗环境中，为科学研究、工程设计以及必须进行有效数值计算的众多科学领域提供了一种全面的解决方案，并在很大程度上摆脱了传统非交互式程序设计语言，（如C、FORTRAN）的编辑模式，代表了当今国际科学计算软件的先进水平。

近年来，随着科学技术的快速发展，科学计算日益受到关注，发展越来越快，已经成为当今科学研究的三大基本手段之一。MATLAB作为一个功能强大的科学计算平台，提供了用于解决有关工程、科学、计算和机械学科等方面诸多问题的强大而丰富的功能，几乎能满足所有的计算需求。作为计算的重要工具，MATLAB自从诞生以来得到了快速的发展，其应用领域已经拓展到了各个行业，其功能也得到了不断完善，到目前为止已经发展到了MATLAB R2015b。它提供了丰富的应用工具箱，使应用范围更加广泛，功能也越来越强大。同时，MATLAB还为外部程序提供了多种功能完整的接口来和外部程序或其他程序语言进行沟通，从而大大增强了它的计算能力。

数学模型方法是用数学模型解决实际问题的一般数学方法，它是根据实际问题的特点和要求，做出合理的假设，使问题简化，并进行抽象概括建立数学模型，然后研究求解所建的数学模型方法与算法，利用数学软件求解数学模型，最后将所得的结果运用到实践中。

近几年来，各高校积极推进计算机基础教育改革，在计算机基础教育的培养目标、课程体系、教学内容、教学方法与手段等方面进行了认真研究和实践，取得了巨大的成绩。随着计算机软件技术的发展，涌现出许多优秀的数学软件，MATLAB操作简单、入门容易，已经成为不同专业的学生、科研及工程技术人员不可或缺的工具，而且得到了广泛的认可，甚至很多专业已经把MATLAB作为基本的计算工具。为了更好地了解MATLAB系统，并将其应用到各个不同的领域，解决越来越复杂的数学建模问题，目前关于MATLAB的书籍已有很多，关于数学建模的书籍也不少，但将MATLAB与数学建模真正结合在一起的书籍却很少。本书从数学建模的角度介绍MATLAB的应用。本书是结合最新版本的MATLAB编写的，具有以下特点。

（1）结构编排合理。在讲解方法时，由浅入深，循序渐进，让初学者知道入门的切入点，并有借鉴的空间。

（2）直观易懂。本书以图解实例的形式介绍基础知识和实例操作，所有的知识点和操作流程都尽可能集中在各个实例中，直观易懂，使用户能够在最短的时间内获取最多的知识。

（3）重点突出，目的明确。本书立足于基本理论，面向应用技术，以必需、够用为尺度，以掌握概念、强化应用为重点，加强理论知识和实际应用的统一。

（4）精心编排，启迪应用灵感。本书在讲解利用MATLAB解决数值分析问题时，精心选择了有代表性的实例，使读者做到学以致用。并且通过介绍数值分析的应用来启迪读者的应用灵感，进而起到抛砖引玉的作用。

（5）内容先进。目前的计算机图书市场中，读者急需使用的高版本软件对应的书上市很少，造成这种现象的原因一是信息技术发展太快；二是选材没有注意超前；三是出版周期太长。因此本书是以MATLAB最新版本2015b编写的，其目的是为了适应信息技术的飞速发展，满足大众读者的需求。

由于MATLAB软件功能强大，在数学建模方面中应用非常广泛，本书主要内容如下。

第1章介绍MATLAB与数学建模基础知识，主要包括MATLAB软件概述、MATLAB组成结构、数学实验与建模的概述等内容。

第2章介绍矩阵及其操作，主要包括矩阵的创建与操作、矩阵运算、矩阵分析、分解等内容。

第3章介绍程序结构与可视化，主要包括M文件、程序流程控制、可视化等内容。

第4章介绍多项式与符号计算，主要包括多项式的创建、多项式的运算、符号表达式与符号方程创建、符号积分变换等内容。

第5章介绍方程的求解，主要包括符号方程求解、线性方程组求解、特殊线性方程求解、非线性方程（组）求解等内容。

第6章介绍数据插值与拟合，主要包括插值、函数逼近、拟合等内容。

第7章介绍数据分析，主要包括数据的属性、参数估计、假设检验、方差、统计作图等内容。

第8章介绍微分方程，主要包括单步法、线性多步法、偏微分方程等问题。

第9章介绍优化设计，主要包括无约束一维极值、无约束多维极值、约束优化问题、线性规划问题等内容。

第10章介绍数学建模经典应用，主要包括数据拟合经典应用、数据可视化、模拟退火问题、房贷问题等内容。

本书可作为广大在校本科生和研究生的学习用书，也可作为广大科研人员、学者、工程技术人员的参考用书，还可作为从事MATLAB建模与仿真科研人员学习的资料。

本书主要由张德丰编写，此外参加编写的还有栾颖、周品、曾虹雁、邓俊辉、邓秀乾、邓耀隆、高泳崇、李嘉乐、李旭波、梁朗星、梁志成、刘超、刘泳、卢佳华、张棣华、张金林、钟东山、詹锦超、叶利辉、杨平和许兴杰。

由于时间仓促，加之作者水平有限，书中不足和疏漏之处在所难免。在此，诚恳地期望得到各领域的专家和广大读者的批评指正。

作者

2016年5月
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第1章　MATLAB与数学建模基础知识

MATLAB是一款专业的商业计算机软件开发工具，设计之初主要应用于工程科学中的数学运算，后来它又渐渐发展成了通用科技计算、图视交互系统和程序语言，由于其日益完善逐渐发展成为一种极其灵活的计算体系，用于解决各种重要的技术问题。


 1.1　MATLAB简介

20世纪80年代，美国新墨西哥大学计算机科学系主任Cleve Moler教授使用FORTRAN语言编写了一组用于调用LINPACK和EISPACK程序库的接口，用于矩阵、线性代数和数值分析，这就是MATLAB。它是取自Matrix和Laboratory两个词的组合，意为矩阵工厂（矩阵实验室），是一种科学计算软件，专门以矩阵的形式处理数据。

随后，斯坦福大学的Jack Little使用C语言重写MATLAB内核，使得软件兼具数值分析和数据可视化两大功能，并成立了MathWorks公司，将MATLAB软件商业化并推向市场。MATLAB支持UNIX、Linux、Windows等多种操作平台系统。

如今，MATLAB已经成为具备计算机程序语言和交互软件环境的高效率的计算机语言。MATLAB和Mathematica、Maple并称为三大数学软件。它在数学类科技应用软件中在数值计算方面首屈一指。MATLAB可以进行矩阵运算、绘制函数和数据、实现算法、创建用户界面、连接其他编程语言的程序等，主要应用于工程计算、控制设计、信号处理与通信、图像处理、信号检测、金融建模设计与分析等领域。

MATLAB的基本数据单位是矩阵，它的指令表达式与数学、工程中常用的形式十分相似，故用MATLAB来解算问题要比用C、FORTRAN等语言完成相同的事情简捷得多，并且MATLAB也吸收了像Maple等软件的优点，使MATLAB成为一个强大的数学软件。在新的版本中也加入了对C、FORTRAN、C++、Java的支持。

MATLAB的一个重要特色就是它有一套程序扩展系统和一组称之为工具箱的特殊应用子程序。工具箱是MATLAB函数的子程序库，每一个工具箱都是为某一类学科专业和应用而定制的，主要包括信号处理、控制系统、神经网络、模糊逻辑、小波分析和系统仿真等方面的应用。

MATLAB程序除了执行MATLAB语言，还提供了一个极其广泛的预定义函数库，这样就使得技术工作变得简单高效。MATLAB是一个庞大的程序，拥有难以置信的各种丰富的函数，即使是基本版本的MATLAB语言，其拥有的函数也比其他的工程编程语言要丰富得多。基本的MATLAB语言已经拥有超过1000个函数。

MATLAB工具包中包括数百个核心内部函数，迄今为止有三十几个工具包，主要分为功能性工具包和学科性工具包。

（1）功能性工具包主要用来扩充MATLAB的符号计算功能、图视建模仿真功能、文字处理功能以及硬件实时交互功能，这种功能性工具包用于多种学科。

（2）学科性工具包是专业性比较强的工具包，如控制工具包（Control Toolbox）、信号处理工具包（Signal Processing Toolbox）、通信工具包（Communication Toolbox）和小波工具包（Wavelet Toolbox）等都属于此类工具包。

MATLAB最重要、最受人欢迎的特点是：除内部函数外，所有MATLAB主包文件和各工具包文件都是可读可改的源文件，用户可通过对源文件的修改或加入自己的编写文件去构成新的专用工具包。


 1.1.1　MATLAB的发展史

MATLAB的发展主要经历了以下几个历程。

1．正式走向市场

1984年，Little、Moler、Steve Bangert合作成立了MathWorks公司，他们用C语言开发了第二代MATLAB，并正式把MATLAB推向市场。此时，MATLAB已经具备了数值计算和数据图示化的功能。

2．MATLAB 4．×版本

20世纪90年代，MATLAB已经成为国际控制界的标准计算软件。1992年，MathWorks公司推出了MATLAB 4.0版本，并于第二年推出了微机版，使得软件的应用范围逐渐扩大。1994年推出的4.2c版本更是为图形界面设计方面提供了新方法。

Simulink的应用起始于MATLAB 4.0版本，它被放在MATLAB的核心执行文件中。从MATLAB 4.2开始，Simulink则以工具包的形式单独出现。

3．MATLAB 5．×版本

MATLAB 5．×版本是MathWorks公司于20世纪90年代末期推出的。新版本可以处理更多的数据结构，例如结构体、多维矩阵以及类等，这使得MATLAB的编程更加简单方便。1999年推出的5.3版本则进一步增强了MATLAB语言的功能。

4．MATLAB 6．×版本

为了提高MATLAB在数值算法、界面设计和外部接口等诸多方面的功能，MathWorks公司在2000年10月底推出了MATLAB 6.0。2003年，MATLAB R6.5采用最新的JIT加速技术，为MATLAB程序提供了更快的执行速度。

在MATLAB 6.5版本中，Simulink升级为5.0版本，该版本创建出完整的嵌入式系统设计环境。开发者可以在单一的环境下完成工程，同时还可以选择自动将算法及应用程序转换成C++等程序代码。

5．MATLAB 7．×版本

MathWorks于2004年推出的MATLAB 7.0版本，为开发者提供了许多新的便捷功能。新版本允许同时使用多个文件和图形窗口，可以根据自己的习惯和喜好来定制桌面环境（如窗口大小、窗口布局），还可以设计自定义快捷键。

在随后的几年中，MathWorks公司陆续推出了MATLAB的7.1～7.14版本，不断地优化和提高MATLAB的性能。2012年的7.14版本包括MATLAB&reg、Simulink&reg和Polyspace&reg三项产品新功能。

6．MATLAB 8．×版本

MATLAB 2012b版，即8.0版，有了很大的改变。最明显的是其桌面，在MATLAB主窗口中，工具条取代了菜单和工具栏。帮助文档进行了重新设计，改进了浏览、搜索和筛选功能。命令窗口中输入函数或变量出错时，会得到更正的建议信息。

目前为止，MATLAB最新的版本为2015b，即8.6，本书是以目前最新版本MATLAB R2015b平台为基础进行编写的。


 1.1.2　MATLAB的特点

作为一个强大的计算功能软件，MATLAB具有以下特性。

（1）用于数值计算、可视化和应用程序开发的高级语言；

（2）可实现迭代式探查、设计及问题求解的交互式环境；

（3）用于线性代数、统计、傅里叶分析、筛选、优化、数值积分以及常微分方程求解的数学函数；

（4）用于数据可视化的内置图形以及用于创建自定义绘图的工具；

（5）用于改进代码质量和可维护性并最大限度地发挥性能的开发工具；

（6）用于构建自定义图形界面应用程序的工具；

（7）可实现基于MATLAB的算法与外部应用程序和语言（如C、Java、.NET以及Microsoft Excel）集成的函数。


 1.1.3　MATLAB的优点

与其他的计算机高级语言相比，MATLAB有着许多非常明显的优点。

1．编程环境

MATLAB由一系列工具组成。这些工具方便用户使用MATLAB的函数和文件，其中许多工具采用的是图形用户界面，包括MATLAB桌面和命令窗口、历史命令窗口、编辑器和调试器、路径搜索和用于用户浏览帮助、工作空间、文件的浏览器。随着MATLAB的商业化以及软件本身的不断升级，MATLAB的用户界面也越来越精致，更加接近Windows的标准界面，人机交互性更强，操作更简单。而且新版本的MATLAB提供了完整的联机查询、帮助系统，极大地方便了用户的使用。简单的编程环境提供了比较完备的调试系统，程序不必经过编译就可以直接运行，而且能够及时地报告出现的错误及进行出错原因分析。

2．简单易用

MATLAB是一个高级的矩阵/阵列语言，它包含控制语句、函数、数据结构、输入/输出和面向对象编程特点。用户可以在命令窗口中将输入语句与执行命令同步，也可以先编写好一个较大的复杂的应用程序（M文件）后再一起运行。新版本的MATLAB语言是基于最为流行的C++语言的，因此语法特征与C++语言极为相似，而且更加简单，更加符合科技人员对数学表达式的书写格式,更利于非计算机专业的科技人员使用。而且这种语言可移植性好、可拓展性极强，这也是MATLAB能够深入到科学研究及工程计算各个领域的重要原因。

3．强处理能力

MATLAB是一个包含大量计算算法的集合。其拥有六百多个工程中要用到的数学运算函数，可以方便地实现用户所需的各种计算功能。函数中所使用的算法都是科研和工程计算中的最新研究成果，而且经过了各种优化和容错处理。在通常情况下，可以用它来代替底层编程语言，如C和C++。在计算要求相同的情况下，使用MATLAB的编程工作量会大大减少。MATLAB的这些函数集包括从最简单最基本的函数到诸如矩阵、特征向量、快速傅里叶变换的复杂函数。函数所能解决的问题大致包括矩阵运算和线性方程组的求解、微分方程及偏微分方程组的求解、符号运算、傅里叶变换和数据的统计分析、工程中的优化问题、稀疏矩阵运算、复数的各种运算、三角函数和其他初等数学运算、多维数组操作以及建模动态仿真等。

4．图形处理

MATLAB自产生之日起就具有方便的数据可视化功能，以将向量和矩阵用图形表现出来，并且可以对图形进行标注和打印。高层次的作图包括二维和三维的可视化、图像处理、动画和表达式作图，可用于科学计算和工程绘图。新版本的MATLAB对整个图形处理功能做了很大的改进和完善，使它不仅在一般数据可视化软件都具有的功能（例如二维曲线和三维曲面的绘制和处理等）方面更加完善，而且对于一些其他软件所没有的功能（例如图形的光照处理、色度处理以及四维数据的表现等），MATLAB同样表现了出色的处理能力。同时对一些特殊的可视化要求，例如图形对话等，MATLAB也有相应的功能函数，保证了用户不同层次的要求。另外，新版本的MATLAB还着重在图形用户界面（GUI）的制作上做了很大的改善，对这方面有特殊要求的用户也可以得到满足。

5．程序接口

新版本的MATLAB可以利用MATLAB编译器和C/C++数学库和图形库，将自己的MATLAB程序自动转换为独立于MATLAB运行的C和C++代码，允许用户编写可以和MATLAB进行交互的C或C++语言程序。另外，MATLAB网页服务程序还容许在Web应用中使用自己的MATLAB数学和图形程序。MATLAB的一个重要特色就是具有一套程序扩展系统和一组称之为工具箱的特殊应用子程序。工具箱是MATLAB函数的子程序库，每一个工具箱都是为某一类学科专业和应用而定制的，主要包括信号处理、控制系统、神经网络、模糊逻辑、小波分析和系统仿真等方面的应用。

6．可移植性及扩充能力

MATLAB的可移植性好，基本上不做任何修改就可在各种型号的计算机和操作系统上使用。此外，MATLAB的扩充能力极强，其本身丰富的库函数可随时调用，而且也可以随时调用自己的用户文件，用户可以随时扩充用户文件，增加功能，而且还可以充分利用C、FORTRAN等语言的资源，包括已经编好的C、FORTRAN语言程序或子程序。


 1.1.4　MATLAB的缺点

MATLAB的缺点主要体现在以下两个方面。

首先，由于MATLAB是一种合成语言，因此，与一般的高级语言相比，用MATLAB编写的程序运行起来时间往往要长一些。当然，随着计算机运行速度的不断提高，这个缺点正在逐渐减小。而且，由于用户在使用MATLAB编写程序时比较节省时间，就从编写程序到运行完程序的总的时间来说，使用MATLAB仍然比使用其他语言节省时间。

其次，MATLAB软件比较贵，一般的用户可能支付不起它的高昂费用。但是，由于MATLAB具有极高的编程效率，因此，购买MATLAB的昂贵费用在很大程度上可以由使用它所编写的程序的价值抵消。所以，就性价比来说，MATLAB绝对是物有所值。即使这样，MATLAB对一般的用户来说，仍然显得过于昂贵。幸运的是，MATLAB的开发公司还发行了一种比较便宜的MATLAB学生版，这对广大想学习和运用MATLAB的用户来说，无疑是极好的。MATLAB学生版与MATLAB基本版几乎一样，可以解决很多科研和学习中遇到的问题。

总而言之，相对于MATLAB的优点来说，它的缺点是微不足道的。而且，随着MATLAB版本的不断升级，它的缺点已经变得越来越不明显。掌握MATLAB，必然给人们的学习、科研和工作带来极大的帮助。


 1.1.5　MATLAB产品说明

如图1-1所示，MATLAB产品主要有MATLAB、Simulink、Stateflow、Complier、RTW和Coder。
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图1-1　MATLAB产品



其中，Complier为编译工具，它将以MATLAB语言为基础的函数文件编译生成函数库、可执行文件COM组成等。Complier的存在使得MATLAB能够与其他高级编程语言（如C、C++语言）进行混合编程，这样提高了程序的运行效率，并丰富了程序的开发手段。

Simulink是MATLAB的一个工具箱，它主要用来实现对工程问题的模型化及动态仿真，其本身具有良好的图形交互界面。通过采用Simulink模块组合的方法，能够快速、准确地创建动态系统的计算机模型。

Stateflow为交互式设计工具，它基于有限状态机理论，用于对复杂的事件驱动系统进行建模和仿真。

RTW是Real-Time Workshop的简称，它与Coder都是代码自动生成工具，它们可以直接将Simulink模型框图和Stateflow状态图转换成高效优化的程序代码。

MATLAB是整个MATLAB产品体系的基座，它是一个语言编程型开发平台，为其他工具提供所需要的集成环境。同时，其对矩阵和线性代数的支持，使得它本身也具有强大的数学计算功能。

图1-2展示了MATLAB/Simulink的主要产品及其相互关系。

[image: ]
图1-2　MATLAB/Simulink主要产品及其相互关系图




 1.2　MATLAB组成结构

本节主要介绍MATLAB的组成结构，主要包括目录结构、工作环境和帮助系统，让读者了解MATLAB软件的界面和环境。


 1.2.1　目录结构

当用户成功安装MATLAB时，在用户所选择的安装目录下将包含如表1-1所示的文件夹目录。

表1-1　MATLAB的目录结构



	文件夹
	描述



	＼bin
	MATLAB系统中可执行的相关文件



	＼extern
	创建MATLAB的外部程序接口的工具



	＼help
	帮助系统



	＼java
	MATLAB的Java支持程序



	＼notebook
	Notebook是用来实现MATLAB数学工作环境与Word字处理环境信息交互的软件，是一个兼备数学计算、图形显示和文字处理能力的集成环境



	＼sys
	MATLAB所需要的工具和操作系统库



	＼toolbox
	MATLAB的各种工具箱



	＼uninstall
	MATLAB的卸载程序



	＼rtw
	Real-Time Workshop软件包



	＼simulink
	Simulink软件包，用于动态系统的建模、仿真和分析



	＼stateflow
	Stateflow软件包，用于状态机设计的功能强大的图形化开发和设计工具



	＼license．txt
	该文件为软件许可协议的内容





 1.2.2　工作环境

通过本节介绍，帮助读者初步掌握MATLAB软件的基本操作方法。

MATLAB的工作界面主要由选项卡、命令窗口、历史命令窗口、当前工作目录窗口和工作空间管理窗口组成，如图1-3所示。单击选项卡右侧的[image: ]
 按钮，此时选项卡菜单关闭，如图1-4所示。

[image: ]
图1-3　MATLAB工作界面



[image: ]
图1-4　关闭选项卡的工作界面



1．选项卡

MATLAB的界面与Windows程序的界面类似，用户只要稍加实践就可掌握其功能和使用方法。选项卡的内容会随着在命令窗口中执行不同命令而做出相应改变。

1）“主页”选项卡

图1-5展示了“主页”选项卡。

[image: ]
图1-5　“主页”选项卡



常用的选项主要有以下几种。

“文件”面板，主要命令为新建脚本，单击该快捷按钮，可新建一个脚本文件。

“变量”面板，主要命令为保存工作区，将工作空间的变量存储在某一文件中；导入数据，用于向工作空间导入数据。

“环境”面板，主要命令为设置路径，打开“设置路径”窗口，如图1-6所示。

[image: ]
图1-6　“设置路径”窗口



“预设”项：打开“预设项”窗口，如图1-7所示。

[image: ]
图1-7　“预设项”窗口



“代码”面板：设置调试程序。

“资源”面板，主要命令为帮助面板，可选择不同的帮助系统，如图1-8所示。

[image: ]
图1-8　“帮助”窗口



2）“绘图”选项卡

图1-9展示了MATLAB特有的绘图功能。在MATLAB R2015b中，直接给出绘制MATLAB的二维、三维、四维图形的快捷按钮。选中某个变量，然后根据需要绘制的图形，直接单击对应的快捷按钮即可。

[image: ]
图1-9　“绘图”选项卡



plot：绘制MATLAB的基本二维图形。

bar：绘制MATLAB的条形图。

area：绘制MATLAB的面积图。

pie：绘制MATLAB的饼形图。

histogram：绘制MATLAB的直方图。

contour：绘制MATLAB等高线图。

surf：绘制MATLAB三维曲线图。

mesh：绘制MATLAB三维曲面图。

semilogx：绘制MATLAB的x对数坐标系图。

重用图形：擦除图形痕迹在原图上绘制新图形。

新建图形：新建图形。

3）“应用程序”选项卡

图1-10为“应用程序”选项卡页面。

[image: ]
图1-10　“应用程序”选项卡



其中，

获取更多应用程序：打开更多的MATLAB在线应用界面。

安装应用程序：打开MATLAB安装应用程序窗口。

应用程序打包：打开MATLAB应用程序打包窗口。

Curve Fitting：打开MATLAB曲线拟合工具窗口。

Optimization：打开MATLAB的优化工具窗口。

MuPAD Notebook：打开MATLAB内置的MuPAD笔记窗口。

PID Tuner：打开MATLAB内置的PID工具窗口。

System Identification：打开MATLAB系统识别工具窗口。

Signal Analysis：打开MATLAB信号分析窗口。

Image Acquisition：打开MATLAB内置的图像采集工具窗口。

Instrument Control：打开MATLAB的测试与测量工具窗口。

SimBiology：在集成的图形环境中对生物系统建模、仿真和分析的工具。

4）“快捷方式”选项卡

图1-11为“快捷方式”选项卡页面，该页面是MATLAB R2015b特有的页面。

[image: ]
图1-11　“快捷方式”选项卡



2．命令窗口

MATLAB的命令窗口中的>>为运算提示符，表示MATLAB处于准备状态。当在提示符后输入一段程序或一段运算式后并回车，MATLAB会给出计算结果，并再次进入准备状态（所得结果将被保存在工作空间管理窗口中）。

单击命令窗口右上角的按钮，可以使命令窗口脱离主窗口而成为一个独立的窗口，如图1-12所示。

[image: ]
图1-12　命令窗口



在该窗口中选中某一表达式，然后右击，弹出如图1-13所示的上下文菜单，通过不同的选项可以对选中的表达式进行相应的操作。

[image: ]
图1-13　命令窗口的上下文菜单




注：
 如果一个命令行很长，在一行内书写不下，可能要在另外一行接着写，在这种情况下需要在第一行末输入半个省略号“…”并回车，然后接着下一行继续写命令的其他部分。其中的半个省略号“…”称为续行符，即把下面的命令行看作该行的逻辑继续。

表1-2列出了MATLAB命令窗口中常用的命令及功能。

表1-2　MATLAB命令窗口中常用的命令及功能



	命令
	功能



	clc
	擦去一页命令窗口，光标回到屏幕左上角



	clear
	清除工作空间中所有的变量



	clear all
	从工作空间清除所有变量和函数



	clear变量名
	清除指定的变量



	clf
	清除图形窗口内容



	delete<文件名>
	从磁盘中删除指定的文件



	help<命令名>
	查询所示命令的帮助信息



	which<文件名>
	查找指定文件的路径



	who
	显示当前工作空间中所有变量的一个简单列表



	whos
	列出变量的大小、数据格式等详细信息



	what
	列出当前目录下的.m文件和.mat文件



	load name
	下载name文件中的所有变量到工作空间



	load name x y
	下载name文件中的变量x，y到工作空间



	save name
	保存工作空间变量到文件name.mat中



	save name x y
	保存工作空间变量x，y到文件name.mat中



	pack
	整理工作空间内存



	size（变量名）
	显示当前工作空间中变量的尺寸



	length（变量名）
	显示当前工作空间中变量的长度



	↑或Ctrl+P
	调用上一行的命令



	↓或Ctrl+N
	调用下一行的命令



	←或Ctrl+B
	退后一格



	→或Ctrl+F
	前移一格



	Ctrl+←
	向左移一个单词



	Ctrl+→
	向右移一个单词



	Home或Ctrl+A
	光标移到行首



	End或Ctrl+E
	光标移到行尾



	Esc或Ctrl+U
	清除一行



	Del或Ctrl+D
	清除光标后字符



	Back Space或Ctrl+H
	清除光标前字符



	Ctrl+K
	清除光标至行尾字



	Ctrl+C
	中断程序运行




3．历史命令窗口

该窗口主要用于记录所有执行过的命令，在默认设置下，该窗口会保留自安装后所有使用过的命令的历史记录，并标明使用时间。同时，用户可以通过双击某一历史命令来重新执行该命令。该窗口有点特别，它自己不可以成为一个独立的窗口。

在该窗口中选中某历史记录，然后右击，弹出如图1-14所示的上下文菜单。通过上下文菜单，用户可以删除或粘贴历史记录；也可为选中的表达式或命令创建一个M文件；还可为某一句或某一段表达式或命令创建快捷按钮，具体方法如下所示。

[image: ]
图1-14　历史命令窗口的上下文菜单



选择图1-14中的“创建快捷方式”命令，弹出如图1-15所示的“快捷方式编辑器”窗口。

按照如图1-15所示的内容进行快捷键的设置，然后单击“保存”按钮，注意观察工具栏快捷键的变化，如图1-16所示。

[image: ]
图1-15　“快捷方式编辑器”窗口



[image: ]
图1-16　创建新的快捷键



单击新加入的快捷按钮，命令窗口中会显示相应命令执行的结果。

用户还可以按住鼠标左键，将所选中的历史命令直接拖到Shortcuts栏中，这样也可以为所选命令创建快捷键。

4．当前工作文件

当前文件夹（Current Folder）是指MATLAB运行时的工作目录文件夹，只有在当前目录或搜索路径下的文件，函数才可以被运行或调用。如果没有特殊指明，数据文件也将存放在当前文件夹下。为了便于管理文件和数据，用户可以将自己的工作目录设置成当前目录文件，从而使得用户的操作都在当前文件夹中进行。

“当前文件夹”窗口也称为路径浏览器。其可以内嵌在MATLAB主窗口中，也可以浮动在主窗口上，浮动的“当前文件夹”窗口如图1-17所示。在“当前文件夹”窗口中可以显示或改变当前文件夹，还可以显示当前文件夹的搜索功能。通过文件夹下拉列表框可以选择已经访问过的文件。

[image: ]
图1-17　当前工作文件



5．工作空间管理窗口

“工作区”窗口显示当前内存中所有的MATLAB变量的变量名、数据结构、字节数及数据类型等信息，如图1-18所示。不同的变量类型分别对应不同的变量名图标。

[image: ]
图1-18　工作区



用户可以选中已有变量，右击对其进行各种操作。此外，工作界面的菜单/工具栏上也有相应的命令供用户使用。

（1）新建：向工作区添加新的变量。

（2）导入：向工作区导入数据文件。

（3）保存工作空间：保存工作区中的变量。

（4）清除工作空间：删除工作区中的变量。


注意：
 在MATLAB命令窗口中运行的所有命令都共享一个相同的工作空间，所以它们共享所有的变量，初学者应当重视。


 1.2.3　帮助系统

作为一个优秀的软件，MATLAB为广大用户提供了有效的帮助系统。其中有联机帮助系统、远程帮助系统、演示程序、命令查询系统等多种方式的帮助，这些无论对于入门读者还是经常使用MATLAB的人员都是十分有用的，经常查阅MATLAB帮助文档，可以帮助用户更好地掌握MATLAB。

获得帮助的主要工具为帮助浏览器，它提供了所有已安装产品的帮助文档，以帮助使用者全面了解MATLAB的功能。如果Internet连接可用，可观看在线帮助和功能演示的视频。

1．命令窗口查询帮助系统

常见的帮助命令如表1-3所示。

表1-3　常用MATLAB帮助命令



	帮助命令
	功能



	demo
	运行MATLAB演示程序



	help
	获取在线帮助



	who
	列出当前工作空间中的变量



	tour
	运行MATLAB漫游程序



	what
	列出当前目标或指定目录下的M文件、MAT文件和MEX文件



	lookfor
	按照指定的关键字查找所有相关的M文件



	which
	显示指定函数或文件的路径



	whos
	列出当前工作空间中变量的更多信息



	exist
	检查指定变量或文件的存在性



	doc
	在网络浏览器中显示指定内容的HTML格式帮助文件




help命令在命令窗口中用于显示MATLAB函数的帮助。调用格式为：


    help
    help name


执行该命令可以查询有关name函数的使用信息。

例如：


    >>help
    help topics:
        
    My Documents＼MATLAB            - (No table of contents file)
    matlab＼general                - General purpose commands.
    toolbox＼local                - General preferences and configuration information.
    matlab＼datafun              - Data analysis and Fourier transforms.
    matlab＼elmat                - Elementary matrices and matrix manipulation.
    matlab＼lang                  - Programming language constructs.
    matlab＼ops                  - Operators and special characters.
    …                        …
    wavelet＼wavelet              - Wavelet Toolbox
    wavelet＼wmultisig1d          - (No table of contents file)
    wavelet＼compression          - (No table of contents file)
    wavelet＼wavedemo            - (No table of contents file)
    optim＼optim                  - Optimization Toolbox
    optim＼optimdemos            - Demonstrations.


例如，要了解roots函数的使用方法，可以在命令窗口中输入如下代码。


    >>help roots
    roots  Find polynomial roots.
        roots(C) computes the roots of the polynomial whose coefficients
        are the elements of the vector C. If C has N+1 components,
        the polynomial is C(1)*X^N + … + C(N)*X + C(N+1).
    
        Note:  Leading zeros in C are discarded first.  Then, leading relative
        zeros are removed as well.  That is, if division by the leading
        coefficient results in overflow, all coefficients up to the first
        coefficient where overflow occurred are also discarded.  This process is
        repeated until the leading coefficient is not a relative zero.
    
        Class support for input c:
          float: double, single
    
        See also poly, residue, fzero.
    
        Other functions named roots


lookfor命令常用的调用方式为：


    lookfor topic
    lookfor topic -all


执行该命令可以按照指定的关键字查找所有相关的M文件。例如：


    >>lookfor roots
    poly                - Convert roots to polynomial.
    roots                        - Find polynomial roots.
    gfroots                      - Find roots of a polynomial over a prime Galois field.
    isconjugate                  - Checks if roots from a complex conjugate set.
    rlocfind                    - Find root locus gains for a given set of roots.
    mroots                      - Polynomial roots with multiplicity estimate
    NDDRootSensitivity          - Sensitivity of Multiple Roots
    leja - Order roots in a way suitable to compute polynomial coefficients.
    …                              …


2．帮助系统

MATLAB的联机帮助系统非常全面。用户可以单击主界面中的“帮助”按钮，进入MATLAB的联机帮助系统，如图1-19所示。

[image: ]
图1-19　联机演示系统



在图1-19中的“搜索文档”文本框中输入roots，可以查询函数roots的帮助信息。

3．联机演示系统

通过联机演示系统，用户可以直观、快速地学习MATLAB中某个工具箱的使用方法，它是有关的参考书所不能替代的。

可以通过在命令窗口中输入demos的方式打开联机演示系统，如图1-19所示。

联机演示系统对于学习工具箱以及MATLAB各个方面的应用的用户非常有意义。通过演示实例，用户可以快速直观地掌握某一工具的使用方法，而不必从枯燥的理论开始学起。


 1.3　MATLAB计算基础

MATLAB语言也是一门计算语言，它的运算指令和语法基于一系列基本的矩阵运算以及它们的扩展运算，还支持复数这一数值元素，这也是MATLAB区别于其他高级语言的最大特点之一，它给许多领域的计算带来了极大的方便。


 1.3.1　变量与常量

变量是数值计算的基本单元。与C语言等其他高级语言不同，MATLAB语言中的变量无须事先定义，一个变量以其名称在语句命令中第一次合法出现而定义，运算表达式变量中不允许有未定义的变量，也不需要预先定义变量类型，MATLAB会自动生成变量，并根据变量的操作确定其类型。

1．变量的命名规则

（1）变量名区分大小写。例如，Price与price为两个不同的变量名，SIN不代表正弦函数。

（2）变量名最多包含63个字符，如果超出限制范围，从第64个字符开始，其后的字符都将被忽略。

（3）变量名必须以字母开头，其后可以是任意数字、字母或下划线。

（4）不允许出现标点符号，因为很多标点符号在MATLAB中有特殊的意义，如“A B”与“A,B”会产生完全不同的结果；系统会认为“A,B”中间的逗号为分隔符，表示两个变量。

常量是指那些在MATLAB中已预先定义其数值的变量，默认的常量如表1-4所示。

表1-4　MATLAB默认常量



	名称
	说明
	名称
	说明



	pi
	圆周率
	eps
	浮点数的相对误差



	INF（或inf）
	无穷大
	i（或j）
	虚数单位，定义为[image: ]




	NaN（或nan）
	代表不定值（即0/0）
	nargin
	函数实际输入参数个数



	realmax
	最大的正实数
	nargout
	函数实际输出参数个数



	realmin
	最小的正实数
	ANS（或ans）
	默认变量名，以应答最近一次操作运算结果




2．MATLAB变量的显示

任何MATLAB语句的执行结果都可以在屏幕上显示，同时赋值给指定的变量，没有指定变量时，赋值给一个特殊的变量ans，数据的显示格式由format命令控制。format命令只影响结果的显示，不影响其计算与存储。MATLAB总是以双字长浮点数（双精度）来执行所有的运算。如果结果为整数，则显示没有小数；如果结果不是整数，则输出形式有如表1-5所示的几种形式。

表1-5　MATLAB的数据显示格式



	格式
	含义
	格式
	含义



	format（short）
	短格式（5位定点数）
	format long e
	长格式e方式



	format long
	长格式（15位定点数）
	format bank
	两位十进制格式



	format short e
	短格式e方式
	format hex
	十六进制格式




3．MATLAB变量的存取

工作空间中的变量可以用save命令存储到磁盘文件中。输入命令“save<文件名>”，将工作空间中的全部变量存到“<文件名>.mat”文件中去，如果省略“<文件名>”则存入文件matlab.mat中；命令“save<文件名><变量名集>”将“<变量名集>”指出的变量存入文件“<文件名>.mat”中。

用load命令可将变量从磁盘文件读入MATLAB的工作空间，其用法为“load<文件名>”，它将“<文件名>”指出的磁盘文件中的数据依次读入名称与“<文件名>”相同的工作空间中的变量中去。如果省略“<文件名>”则matlab.mat从中读入所有数据。

用clear命令可从工作空间中清除现已存在的变量。


 1.3.2　数据类型

MATLAB中定义了很多种数据类型，其中包括整数、浮点数、字符串、逻辑运算符、单元数组、结构体和函数句柄等。

1．整数数据类型

MATLAB支持8位、16位、32位和64位的有符号和无符号整数数据类型。表1-6对这些数据类型进行了总结。

表1-6　整数数据类型



	数据类型
	描述



	uint8
	8位无符号整数，范围是0～28
 -1



	int8
	8位有符号整数，范围是-27
 ～27
 -1



	uint16
	16位无符号整数，范围是0～216
 -1



	int16
	16位有符号整数，范围是-215
 ～215
 -1



	uint32
	32位无符号整数，范围是0～232
 -1



	int32
	32位有符号整数，范围是-231
 ～231
 -1



	uint64
	64位无符号整数，范围是0～264
 -1



	int64
	64位有符号整数，范围是-263
 ～263
 -1




表1-6中的整数数据类型除了定义范围不同外，它们具有相同的性质。它们的定义范围可以通过函数intmax和intmin获得，其中，intmax获得范围的上限，intmin获得范围的下限。例如：


    >>intmax('int16')
    ans =
      32767
    >>intmin('uint32')
    ans =
              0


下面的实例演示了基于相同类型整数数据类型之间的数学运算。


    >>k=int8(1:6)
    k =
        1    2    3    4    5    6
    >>m=int8(randperm(6))
    m =
        6    3    5    1    2    4
    >>k+m  %整数相加
    ans =
        7    5    8    5    7  10
    >>k-m  %相减
    ans =
      -5  -1  -2    3    3    2
    >>k.*m  %元素间的相乘
    ans =
        6    6  15    4    10  24
    >>k./m  %元素间的相除
    ans =
        0    1    1    4    3    2


当运算超出了由函数intmin和intmax指定的上下限时，就将该结果设置为intmin或intmax的返回值，到底是哪一个，主要看溢出的方向。例如：


    >>k=cast('hellomatlab','uint8')
    k =
      104  101  108  108  111  109  97  116  108  97  98
    >>double(k)+160
    ans =
      264  261  268  268  271  269  257  276  268  257  258
    >>k+160
    ans =
      255  255  255  255  255  255  255  255  255  255  255
    >>k-110
    ans =
        0    0    0    0    1    0    0    6    0    0    0



注：
 MATLAB支持各种整数数据类型。除了64位整数数据类型外，其他整数数据类型都具有比双精度类型高的存储效率。

2．浮点数

在MATLAB中，浮点数包括单精度浮点数（single）和双精度浮点数（double）。其中,双精度浮点数是MATLAB中默认的数据类型。如果输入某个数据后没有指定数据类型，则默认为双精度浮点型，即double类型。如果用户想得到其他类型的数，可以通过转换函数进行转换。

在MATLAB中，双精度浮点采用8个字节，即64位来表示，其中第63位表示符号，0为正，1为负，第52～62位表示指数部分，第0～51位表示小数部分。

在MATLAB中，单精度浮点数采用4个字节，即32位来表示，其中第31位为符号位，0为正，1为负，第23～30位表示指数部分，第0～22位表示小数部分。单精度浮点数比双精度浮点数能够表示的数值范围和数值精度都小。例如：


    >>realmin('single')
    ans =
      1.1755e-38
    >>realmax('single')
    ans =
      3.4028e+38
    >>eps('single')
    ans =
      1.1921e-07
    >>realmax('double')
    ans =
      1.7977e+308


单精度数据之间或单精度与双精度之间的数学运算的结果将为单精度数。单精度数据类型中包含双精度数据类型中常见的特殊浮点值Inf和NaN。例如：


    >>c=1:8
    c =
        1    2    3    4    5    6    7    8
    >>c(1:2:end)=0
    c =
        0    2    0    4    0    6    0    8
    >>c./c
    ans =
      NaN    1  NaN    1  NaN    1  NaN    1
    >>3./c
    ans =
        Inf    1.5000      Inf    0.7500      Inf    0.5000      Inf    0.3750


3．字符串

字符和字符串运算是各种高级语言不可缺少的部分，并且应用广泛。MATLAB提供了强大的字符串处理能力。

MATLAB中的字符串由多个字符按行向量的形式组成，需要使用单引号对“''”，并且字符串中的每个字符（包括空格）都是对应行向量的一个元素。例如：


    >>str=['11','22','33';'44','55','66']  %赋值法创建字符串
    str =
    112233
    445566
    >>str1=char([20 7 64 23])
    str =
    [image: ]

·@[image: ]


    >>asc = char(reshape(32:127,32,3)')
    asc =
    !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?
    @ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[＼]^_
    `abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~
    >>whos      %查看变量类型
      Name      Size            Bytes  Class    Attributes
      asc      3x32              192  char
      str      2x6                24  char
      str1      1x4                8  char


MATLAB的一个比较强大的功能是能够直接在复数域上进行运算，而不用进行任何特殊的操作。而有些编程语言在定义复数的时候，需要进行特殊的处理。在MATLAB中，复数的书写方法和运算表达形式与数学中复数的书写方法和运算表达形式相同，复数单位可以通过i或j来表达。

4．复数型

在MATLAB中，可以采用提供的命令来进行复数的极坐标形式和直角坐标形式之间的转化。通过欧拉恒等式，可以将复数的极坐标形式和直角坐标形式联系起来，即可以表示为M∠θ=Meiθ
 =a+bi=z。在MATLAB中，利用系统所提供的内置函数转换命令，可以很方便地得到复数的一些基本数值。例如：

real（z）：计算复数的实部z=rcosθ。

imag（z）：计算复数的虚部z=rsinθ。

abs（z）：计算复数的模[image: ]
 。

angle（z）：以弧度为单位给出复数的幅角[image: ]
 。

复数可以通过以下几种方式来进行定义。

（1）直接定义法，即根据复数经典的直角坐标和极坐标方式来进行定义；

（2）在数值运算过程中产生复数；

（3）通过函数complex（real，imag）来进行定义；

（4）在定义过程中，如果复数单位i和j直接和表达式相连接，则不能够进行复数的定义，只有通过相乘的方式才能够进行定义；

（5）复数通过“数值标量”的方式进行定义，不适用“数值矩阵”形式，因此，建议在定义过程中少用或不用这种方式。例如：


    >>a = uint8([1;2;3;4])
    a =
        1
        2
        3
        4
    >>b = uint8([2;2;7;7])
    b =
        2
        2
        7
        7
    >>c = complex(a,b)
    c =
        1 +    2i
        2 +    2i
        3 +    7i
        4 +    7i


程序中，采用i或j表示复数的单位，也可以用i或j表示其他类型的变量。

5．逻辑运算

逻辑运算就是通常说的“与”、“或”、“非”，主要用于将多个关系表达式组合在一起，或对关系表达式进行取反操作，包括表1-7中的5个逻辑运算符。

表1-7　逻辑运算符



	逻辑运算符
	描述



	＆
	在两个逻辑数组之间进行逐元素的与操作



	｜
	在两个逻辑数组之间进行逐元素的或操作



	～
	对一个逻辑数组进行取反操作



	＆＆
	标量关系表达式的避绕式（Short-Circuiting）与操作



	‖
	标量关系表达式的避绕式（Short-Circuiting）或操作




利用关系运算创建一个逻辑数组tf，再进行逻辑运算，代码为：


    >>A=1:9;
    >>B=11-A;
    >>tf=A>5
    tf =
        0    0    0    0    0    1    1    1    1
    >>tf=~(A>5)  %执行逻辑非运算
    tf =
        1    1    1    1    1    0    0    0    0
    >>tf=(A>2)&(A<6)  %执行逻辑与操作
    tf =
        0    0    1    1    1    0    0    0    0


标量避绕式逻辑操作符（＆＆和‖）是MATLAB新增的两个逻辑操作符，“标量”指这两个操作符只用于标量关系表达式中，“避绕式”指MATLAB按顺序执行由这两个操作符连接的标量关系表达式，当执行到某一表达式就已经知道该逻辑运算的结果时，就不再执行后面的表达式，也就是说，将绕过后面的表达式直接得出逻辑结果。例如：


    >>a=0;b=pi;
    >>a==0 ‖ b~=1
    ans =
        1
    >>b==1 && a==0
    ans =
        0
    >>a==0 ‖ (1/a)<1
    ans =
        1


上述最后一条语句充分说明了“避绕”的存在：由于a==0已经为True，这样整个或操作的结果也必将为True，因此，MATLAB就不再执行（1/a）<1这一关系操作。假如MATLAB执行这一操作的话，必将会给出一个警告信息，说明用0作了除数（因为a=0）。

6．单元数组类型

顾名思义，单元数组是一种数组，但是单元数组和一般的数组又有区别，即每一个单元可以存放不同的数据类型，可以是单独的一个数、数组、字符串数组、符号对象，甚至是单元。而单元之间是平等的，以下标区别。

在单元数组中以小括号标识单元数组中的单元，如A（4，5）表示单元数组A的第4行第5列的单元。以大括号标识单元内容，如A｛4，5｝表示单元内容。

相比普通的数组，单元数组的使用并没有那么频繁，但是如果掌握单元数组的方法，有时候会让程序设计变得很方便，更加灵活。在MATLAB中可以用中小括号创建单元数组，也可以通过cell函数创建。

1）单元数组的构造

构造单元数组有左标志法、右标志法及函数法，下面对这几种方法进行介绍。

（1）左标志法

左标志法就是把单元标志｛｝放在左边，例如，创建一个2×2的单元数组可以使用如下语句。


    >>c{1,1}='Butterfly';
    >>c{1,2}=@sin;
    >>c{2,1}=ones(2,2);
    >>c{2,2}=true;
    >>c      %显示构造的单元数组
    c =
        'Butterfly'    @sin
        [2x2 double]    [ 1]


（2）右标志法

右标志法就是把标志符放在右边，例如，创建和上面一样的单元数组可以使用如下代码。


    >>c(1,1)={'Butterfly'};
    >>c(1,2)={@sin};
    >>c(2,1)={ones(2,2)};
    >>c(2,2)={true};
    >>c
    c =
        'Butterfly'    @sin
        [2x2 double]    [1]


上述语句还可以简单地转换为以下代码。


    >>c={'Butterfly',@sin;ones(2,2),true};
    >>c
    c =
        'Butterfly'    @sin
        [2x2 double]    [1]


在MATLAB中，也可以使用celldisp函数显示单元数组，例如：


    >>celldisp(c)
    c{1,1} =
    Butterfly
    c{2,1} =
        1    1
        1    1
    c{1,2} =
        @sin
    c{2,2} =
        1



注意：
 函数celldisp的显示格式与直接输入单元数组名的显示格式是不同的。celldisp函数更适合于具有大量数据的单元数组的显示。

（3）函数法构造

MATLAB中还提供了cell函数用于创建元胞数组，函数的调用格式如下。

c=cell（n）：建立一个n×n的空矩阵元胞数组c。如果n不是标量，则产生错误。

c=cell（m，n）或c=cell（[m，n]）：建立一个m×n的空矩阵元胞数组c。m与n必须为标量。

c=cell（m，n，p，…）或c=cell（[m n p …]）：创建一个m×n×p×…的空矩阵元胞数组c。m，n，p，…必须都为标量。

c=cell（size（A））：建立一个元胞数组c，其大小与数组A一样，也就是说，c中的空矩阵单元数等于A的元素数。

c=cell（javaobj）：将Java数组或Java对象javaobj转换为MATLAB元胞数组。结果元胞数组的元素将是最接近于Java数组元素或Java对象的MATLAB类型。

例如：


    >>X = java_array('java.lang.String', 3);
    X(1) = java.lang.String('one');
    X(2) = java.lang.String('two');
    X(3) = java.lang.String('three');
    D = cell(X)
    D =
        'one'
        'two'
        'three'


2）单元数组的读取

以所创建的单元数组c为例，要读取c｛1，1｝中的字符串，可以使用如下代码。


    >>str=c{1,1}
    str =
    Butterfly


如果要读取单元数组的若干个单元数据，例如，读取单元数组c的第一行，代码如下。


    >>c(1,:)
    ans =
        'Butterfly'    @sin


读取单元数组c的第二列，代码如下。


    >>c(:,2)
    ans =
        @sin
        [1]


此外，在MATLAB中，还提供了cellplot函数用于以图形的形式显示单元数组。例如：


    >>cellplot(c)    %效果如图1-20所示


[image: ]
图1-20　图形化形式显示单元数组



3）单元数组的删除

将空矩阵赋给单元数组的某一整行或某一整列，就可以删除单元数组的这一行或一列。例如，删除单元数组c的第一行可以用如下代码。


    >>c(2,:)=[]
    c =
        'Butterfly'    @sin


7．结构体

与单元数组一样，结构数组（Structure Array）也能在一个数组里存放各类数据。从一定意义上讲，结构数组组织数据的能力比元胞数组更强、更富于变化。

结构数组的基本成分是结构（Structure）。数组中的每个结构是平等的，它们以下标区分。结构必须在划分“域”后才能使用。数据不能直接存放于结构中，而只能存放在域中。结构的域可以存放任何类型、任何大小的数组（如任意维数数值数组、字符串数组、符号对象等）。而且，不同结构的同名域中存放的内容可以不同。

与数值数组一样，结构数组维数不受限制，可以是一维、二维或更高维，不过一维结构数组用得最多。结构数组对结构的编址方法也有单下标编址和全下标编址两种。

在MATLAB中，一个结构体对象就是一个1×1的结构体数组，因此，可以创建具有多个结构体对象的二维或多维结构体数组。

创建结构体对象有两种方法：直接采用赋值语句给结构体的字段赋值；通过结构体创建函数struct来创建。

1）字段赋值法

在MATLAB中，可以通过字段赋值创建结构体，代码如下。


    >>patient.name = 'John Doe';
    patient.billing = 127.00;
    patient.test = [79 75 73; 180 178 177.5; 220 210 205];
    patient                    %显示结构体数据
    patient =
          name: 'John Doe'
        billing: 127
          test: [3x3 double]


2）圆括号法

在MATLAB中，可以通过圆括号索引指派，用字段赋值的方法创建结构体数组，代码如下。


    >>patient(1).name='John Doe';
    >>patient(1).billing=127.00;
    >>patient(1).test=[79 75 73; 180 178 177.5; 220 210 205];
    >>patient(2).name='Ann Lane';
    >>patient(2).billing=29.3;
    >>patient(2).test=[67 89 71;111 118 120;176 167 190];
    >>patient
    patient =
    1x2 struct array with fields:
        name
        billing
        test
    >>patient(3).name='Alan Johnson'
    patient =
    1x3 struct array with fields:
        name
        billing
        test
    >>patient(3).billing
    ans =
         []
    >>patient(3).test
    ans =
         []


3）函数法

在MATLAB中还提供了struct函数用于创建结构数组，函数的调用格式如下。

s=struct（'field1'，values1，'field2'，values2，…）：fieldi表示字段名，valuei表示对应于fieldi的字段值，必须是同样大小的元胞数组或标量。

s=struct（'field1'，｛｝，'field2'，｛｝，…）：用指定字段field1，field2等建立一个空结构（无任何数据）。

s=struct（[]）：建立一个没有字段的空结构。

s=struct（obj）：将对象obj转换为它的等价结构。

例如：


    >>field = 'f';
    value = {'some text';
            [10, 20, 30];
            magic(5)};
    s = struct(field,value)        %显示结构体
    s =
    3x1 struct array with fields:
        f
    >>s.f      %访问结构体的内容
    ans =
    some text
    ans =
        10    20    30
    ans =
        17    24    1    8    15
        23    5    7    14    16
        4    6    13    20    22
        10    12    19    21    3
        11    18    25    2    9


此外，在MATLAB中提供了若干函数对结构数组进行操作，常用操作函数如表1-8所示。

表1-8　有关结构的操作函数



	函数
	说明
	函数
	说明



	deal
	将输入直接分配给出
	fieldnames
	得到结构的字段名



	isfield
	测试是否是结构数组的字段
	isstruct
	测试是否为结构，是即返回1，否则返回0



	struct2cell
	将结构数组转换为单元数组
	struct
	建立结构数组，或转换为结构数组




例如：


    %调用deal函数操作结构数组
    >>C={rand(3),ones(3,1),eye(3),magic(3)};
    >>[a,b,c,d]=deal(C{:})                    %将C直接分配给输出a,b,c,d
    a =
        0.8147    0.9134    0.2785
        0.9058    0.6324    0.5469
        0.1270    0.0975    0.9575
    b =
        1
        1
        1
    c =
        1    0    0
        0    1    0
        0    0    1
    d =
        8    1    6
        3    5    7
        4    9    2
    %调用fieldnames函数操作结构数组
    >>mystr(1,1).name = 'alice';
    mystr(1,1).ID = 0;
    mystr(2,1).name = 'gertrude';
    mystr(2,1).ID = 1
    mystr =
    2x1 struct array with fields:
        name
        ID
    >>n = fieldnames(mystr)
    n =
        'name'
        'ID'
    %调用isfield函数操作结构数组
    >>patient.name = 'John Doe';
    patient.billing = 127.00;
    patient.test = [79 75 73; 180 178 177.5; 220 210 205];
    >>isfield(patient,'billing')
    ans =
        1
    >>S = struct('one', 1, 'two', 2);
    fields = isfield(S, {'two', 'pi', 'One', 3.14})
    fields =
        1    0    0    0
    %调用struct2cell函数操作结构数组
    >>s.category = 'tree';
    s. height = 37.4; s.name = 'birch';
    >>s
    s =
        category: 'tree'
          height: 37.4000
            name: 'birch'
    >>c = struct2cell(s)
    c =
        'tree'
        [37.4000]
        'birch'


8．函数句柄

函数句柄是MATLAB中用来提供间接调用函数的数据类型。函数句柄可以传递给其他函数以便该函数句柄所代表的函数可以被调用。函数句柄还可以被存储起来，以便以后利用。

函数句柄可以用符号@后面跟着函数句来表示，例如：


    >>fhandle=@cos;


cos为MATLAB中自带的余弦函数，得到的输出变量fhandle为cos函数的句柄。可以利用fhandle来调用cos函数，例如：


    >>fhandle(0)


上面语句得到的输出结果为：


    ans =
        1


实际上，该程序中的语句fhandle（0）相当于语句cos（0）。


 1.4　数学实验与建模概述

数学实验是以问题为载体，应用数学知识建立数学模型，以计算机为手段，以数学软件为工具，以学生为主体，通过实验解决实际问题。数学实验是数学模型方法的初步实践，而数学模型方法是用数学模型解决实际的一般数学方法，它是根据实际问题的特点和要求，做出合理的假设，使问题简化，并进行抽象概括建立数学模型，然后研究求解所建的数学模型方法与算法，利用数学软件求解数学模型，最后将所得的结果运用到实践中。

“数学实验与建模”课程将经济数学知识、数学建模与计算机应用三者融为一体。通过数学实验课程，可提高学生学习经济数学的积极性，提高学生对数学的应用意识，并培养学生用所学的数学知识、经济学知识和计算机技术去认识问题和解决经济问题的能力。学生自己动手建立模型，计算体验解决实际问题的全过程，了解数学软件的使用，也培养了学生的科学态度与创新精神。


 1.4.1　数学模型与数学建模

数学模型就是对于一个特定的对象为了一个特定目标，根据特有的内在规律，做出一些必要的简化假设，运用适当的数学工具，得到一个数学结构。数学结构可以是数学公式、算法、表格、图示等。

数学建模就是建立数学模型，建立数学模型的过程就是数学建模的过程。数学建模是一种数学的思考方法，是运用数学的语言和方法，通过抽象、简化建立能近似刻画并“解决”实际问题的一种强有力的数学手段。

数学建模需要以下几方面的能力：

（1）数学知识的应用能力；

（2）计算机的运用能力；

（3）论文的写作能力。


 1.4.2　数学建模的特点

数学建模一般具有以下几个特点。

1．模型的逼真性和可行性

在数学建模中希望模型尽可能逼近研究对象，越逼真的模型越复杂，数学上有时难以处理，实用上不一定可行，通常要在逼真性与可行性之间做出折中与抉择。

2．模型的渐近性

复杂的实际问题的建模通常不可能一次完成，包括由简到繁的过程，也包括由繁到简的过程，以获得满意的数学模型。

3．模型的可转移性

模型是现实对象的抽象化、理想化的产物，不为对象所属领域所独有，具有应用的极端广泛性。

4．模型的非预测性

建模本身是事先没有答案的，在建模过程中有时会伴随新的数学方法或数学概念产生。

除此之外，建模还具有条理性、局限性等。


 1.4.3　数学模型的分类

在数学模型中，可以根据不同分类方式分为不同的类型。

依据对实际问题的了解程度可以分为白箱模型、灰箱模型及黑箱模型。

依据模型中的变量特征可以分为连续型模型、离散型模型、确定型模型及随机型模型。

依据建模中所用的数学方法可分为初等数学模型、微分方程模型、优化模型、统计分析模型及控制论模型。

此外，还有其他的不同分类方法。


 1.4.4　数学建模的一般步骤

在数学建模中，可以分为以下几个步骤。

1．模型的准备

该步骤主要了解问题的背景，明确模型的目的，搜集建模所需的各种信息（如现象、数据等），弄清研究对象的特征、机理等，由此初步确定使用哪一类模型。

2．问题的假设

由于实际问题比较复杂，直接建模比较困难，所以合理的假设可以简化建模的难度，但也不能过于简化，否则所得到的模型与实际问题会有比较大的差异。合理的假设要符合客观事实，又要有一定的依据。由于考虑问题的视点不同，所做的简化假设不同，因而对同一问题会得到不同的数学模型。做假设的依据，首先是出于对问题内在规律的认识，其次是来自对数据、现象的分析，或者是二者的结合。

3．模型的建立

该步骤主要说明建模的思路与依据。充分表述自己的思路与所用到的依据，表述要简洁、清晰，论据要充分，推理及运算要正确。

4．模型的求解

对于已经建立的模型给出一个正确的解答，应用所学过的知识，也可以借助于计算机，并应用相应的数学软件等。

5．模型分析

对模型求解进行数学上的分析，主要进行误差分析、稳定性分析及灵敏性分析等。

6．模型的检验与推广

把数学上的分析结果“翻译”回到实际问题，并用实际的现象、数据与之比较，检验模型的合理性和适用性。这是建模成败的关键。模型检验的结果如果不符合或者部分不符合实际，应该对模型简化假设部分再做进一步的修改、补充，重新建立模型。针对已经建立的模型指出其优点与不足，同时将模型改进、推广以适应更大的应用范围。



第2章　矩阵及其操作

MATLAB软件的最大特色是强大的矩阵计算功能，在MATLAB软件中，所有计算都是以矩阵为单元进行的，可见矩阵是MATLAB的核心。


 2.1　矩阵的创建

由m行n列构成的数组a称为m×n阶矩阵，它总共由m×n个元素组成，矩阵元素记为aij
 ，其中，i表示行，j表示列。

当m=n时，矩阵A称为方阵；当i≠j时，所有的aij
 ≠0，且m=n，得到的矩阵称为对角阵。

当对角阵的对角线上的元素全为1时，称为单位阵，记为I。

对于（m×n）阶矩阵W，当wij
 =aij
 时，称W是A的转置矩阵，记为W=A′。

对于a为（m×1）的形式时，称a是m个元素的列向量，对于a为（1×n）的形式时，称a为n个元素的行向量。

矩阵的表现形式和数组相似，它以左方括号[开始，以右方括号]结束，每一行元素结束用行结束符号（分号“；”）或回车符分隔，每个元素之间用元素分隔符号（空格或“，”）分隔。建立矩阵的方法有直接输入矩阵元素、在现有矩阵中添加或删除元素、读取数据文件采用现有矩阵组合、矩阵转置、矩阵移位及直接建立特殊矩阵等。


【例2-1】
 　矩阵的创建。


    >>A=[1 2 3;4 5 6]  %创建一个2×3的矩阵，第一行由1、2、3这三个元素
    %组成，第二行由4、5、6这三个元素组成
    A =
        1    2    3
        4    5    6
    >>B=[A;10,9,0]  %添加一行元素[10 9 0]


运行结果是创建一个3×3的矩阵B，B矩阵是在A矩阵的基础上添加一行元素10、9、0，组成一个3×3矩阵。


    B =
        1    2    3
        4    5    6
        10    9    0
    >>C=[1;6;9;12;5]  %分号分隔即创建一个列向量
    C =
        1
        6
        9
        12
        5


1．冒号创建一维矩阵

通过冒号来创建一维数组，调用格式为：X=N1
 :step:N2
 ，用于创建一维行向量X，第一个元素为N1
 ，然后每次递增（step>0）或递减（step<0）step，直到最后一个元素与N2
 的差的绝对值小于等于step的绝对值为止。当不指定step时，系统默认step=1。


【例2-2】
 　通过冒号创建一维数组实例。


    >>A=1:5
    A =
        1    2    3    4    5
    >>B=2.6:2:11.2      %通过冒号创建数组
    B =
              2.6          4.6          6.6          8.6        10.6
    >>C=2.4:1.5:10
    C =
          2.4        3.9        5.4        6.9        8.4        9.9


在程序中，通过冒号创建一维矩阵，如果不指定step，则系统默认为1。如果step>0，则每次递增step，但是如果N1
 >N2
 则返回空数组。如果step<0，则每次递减step，但是如果N1
 <N2
 则返回空数组。

2．linspace函数创建一维矩阵

在MATLAB中，可以通过函数linspace创建一维矩阵，和冒号的功能类似。该函数的调用格式如下。

y=linspace（a，b）：该函数创建行向量y，第一个元素为a，最后一个元素为b，形成总共默认为100个元素的等差数列。

y=linspace（a，b，n）：该函数创建行向量y，第一个元素为a，最后一个元素为b，形成总共n个元素的等差数列，n默认为100。如果n<2，该函数返回值为b。


【例2-3】
 　利用linspace函数创建一维矩阵。


    >>clear all;
    >>A=linspace(1,5,10)  %创建数组
    A =
    1  1.4444  1.8889  2.3333  2.7778  3.2222  3.6667  4.1111  4.5556    5
    >>B=linspace(1,3,7)
    B =
      1    1.3333      1.6667        2      2.3333      2.6667        3
    >>C=linspace(2,7,1)
    C =
        7


3．logspace创建一维矩阵

在MATLAB中，可以通过logspace函数建立一维矩阵，和函数linspace的功能类似，其调用格式如下。

y=logspace（a，b）：在[10^a，10^b]区间生成50个差值相等的数，并返回50个以10为底的幂组成的行向量。

y=logspace（a，b，n）：在[10^a，10^b]区间生成n个差值相等的数，并返回n个以10为底的幂组成的行向量。

y=logspace（a，pi）：在[10^a，pi]区间生成50个差值相等的数，并返回50个以10为底的幂组成的行向量，常用于数字信号处理。


【例2-4】
 　利用logspace函数创建一维矩阵。


    >>clear all;
    >>A=logspace(1,7,9)
    A =
    10  56.234  316.23  1778.3  10000  56234  3.1623e+05  1.7783e+06  1e+07
    >>B=logspace(0,2,7)
    B =
        1      2.1544      4.6416    10      21.544    46.416        100
    >>C=logspace(2,5,8)
    C =
    100    268.27  719.69    1930.7    5179.5    13895  37276      1e+05
    >>D=logspace(0,7,1)
    d =
        10000000


MATLAB提供了很多个特殊矩阵的生成函数，表2-1中列出了一些常用的生成函数。

表2-1　MATLAB常用的特殊矩阵生成函数



	函数
	说明



	ones（n）

ones（sz1，…，szN）

ones（size（A））
	构建一个n×n的1矩阵（矩阵的元素全部为1）

构建一个m×n×…×p的1矩阵

构建一个和矩阵A同样大小的1矩阵



	zeros（n）

zeros（sz1，…，szN）

zeros（size（A））
	构建一个n×n的0矩阵（输出矩阵的元素全部为0）

构建一个m×n×…×p的0矩阵

构建一个和矩阵A同样大小的0矩阵



	eye（n）

eye（sz1，…，szN）

eye（size（A））
	构建一个n×n的单位矩阵

构建一个m×n×…×p的单位矩阵

构建一个和矩阵A同样大小的单位矩阵



	magic（n）
	构建一个n×n的魔方矩阵，其每一行、每一列元素之和都相等



	rand（n）

rand（m，n，…，p）
	构建一个n×n的矩阵，其元素为0～1之间均匀分布的随机数

构建一个m×n×…×p的矩阵，其元素为0～1之间均匀分布的随机数



	randn（n）

randn（m，n，…，p）
	构建一个n×n的矩阵，其元素为零均值、单位方差的正态分布随机数

构建一个m×n×…×p的矩阵，其元素为零均值、单位方差的正态分布随机数



	hilb（n）
	构建一个n×n的hilbert矩阵



	vander（v）
	构建一个vander矩阵



	hankel（r，c）
	构建一个hankel矩阵



	handamard（n）
	构建一个n×n的hadamard矩阵





【例2-5】
 　利用MATLAB提供的特殊函数创建矩阵。


    >>B=ones(2,2)
    B =
        1    1
        1    1
    >>A=[1,2,3;4,5,6];
    >>zeros(size(A))
    ans =
        0    0    0
        0    0    0
    >>randn(2,3)
    ans =
        0.5377  -2.2588    0.3188
        1.8339    0.8622  -1.3077
    >>rand(3,2)
    ans =
        0.2785    0.9649
        0.5469    0.1576
        0.9575    0.9706
    >>magic(4)
    ans =
        16    2    3    13
        5    11    10    8
        9    7    6    12
        4    14    15    1
    >>eye(3)
    ans =
        1    0    0
        0    1    0
        0    0    1
    >>c = 1:3; r = 7:10;
    h = hankel(c,r)
    h =
        1    2    3    8
        2    3    8    9
        3    8    9    10
    >>hadamard(4)
    ans =
        1      1      1      1
        1    -1      1    -1
        1      1    -1    -1
        1    -1    -1      1



 2.2　矩阵的操作

在MATLAB中，可以实现矩阵的部分删除、矩阵元素的修改、矩阵结构的修改以及矩阵数据的变换。


 2.2.1　矩阵的部分删除

在MATLAB中，可以将矩阵的某行或某列赋值为空即可直接删除此行或列。如果删除行或列的部分元素则会出错。


【例2-6】
 　矩阵的部分删除。


    >>A=[1,5,8;6,7,9];
    >>B=[A;0 -2 11]
    B =
        1    5      8
        6    7      9
        0    -2    11
    >>B(:,2)=[]
    B =
        1    8
        6    9
        0    11
    >>D(3,2)=[]
    Subscripted assignment dimension mismatch.



 2.2.2　矩阵元素的修改

对矩阵元素的修改主要是指对角元素和上（下）三角阵的抽取。对角矩阵和三角矩阵的抽取函数调用格式如下所示。

X=diag（v，k）：当v是有n个元素的向量时，返回方阵X，它的大小为n+abs（k），向量v的元素位于X的第k条对角线上。k=0表示主对角线，k>0为主对角线以上，k<0为主对角线以下。

X=diag（v）：将向量v的元素放在方阵X的主对角线上，等同于调用格式X=diag（v，k）中的k=0的情况。

v=diag（X，k）：对于矩阵X，返回列向量v，它的元素由X的第k条对角线的元素构成。

v=diag（X）：返回X的主对角线元素，等同于调用格式v=diag（X，k）中的k=0的情况。


注意：
 如果输入参数k为小数，MATLAB会自动把小数部分去掉。

L=tril（X）：返回矩阵X的下三角部分，其余部分用0补齐。

L=tril（X，k）：返回矩阵X的第k条对角线以下的元素，其余部分用0补齐。k=0是主对角线，k>0位于主对角线以上，k<0位于主对角线以下。

U=triu（X）：返回矩阵X的上三角部分元素，其余部分用0补齐。

U=triu（X，k）：返回矩阵X的第k条对角线以上的元素，其余部分用0补齐。k=0是主对角线，k>0位于主对角线以上，k<0位于主对角线以下。


【例2-7】
 　矩阵元素的修改。


    >>clear all;
    v = [2 1 -1 -2 -5];
    >>D = diag(v)
    D =
        2      0      0      0      0
        0      1      0      0      0
        0      0    -1      0      0
        0      0      0    -2      0
        0      0      0      0    -5
    >>tril(D,-1)
    ans =
        0      0      0      0      0
        0      0      0      0      0
        0      0      0      0      0
        0      0      0      0      0
        0      0      0      0      0
    >>triu(D,1)
    ans =
        0      0      0      0      0
        0      0      0      0      0
        0      0      0      0      0
        0      0      0      0      0
        0      0      0      0      0



 2.2.3　矩阵结构的修改

矩阵元素的修改与矩阵结构的修改是不一样的，在MATLAB中，也提供了相关的函数实现矩阵的结构修改。

reshape（B，m，n，p）：B为待重置的数组，m、n和p分别为新数组的行、列和页数。

reshape（B，…，[]，…）：B为待重置的数组，[]为被置空的列或行，其中，[]×行（列）等于B的总元素数。


注意：
 矩阵的总元素数不变，即sum（size（B））=m+n+p。

B=rot90（A）：将矩阵A逆时针旋转90°。

B=rot90（A，k）：将矩阵A逆时针旋转90°的k倍，k的默认值为1。

B=fliplr（A）：将矩阵A实现左右翻转。

B=flipud（A）：将矩阵A实现上下翻转。

B=flipdim（A，dim）：按指定的dim维对矩阵A进行翻转，生成矩阵B，dim的取值如下。

（1）当dim=1时，数组上下翻转，相当于函数flipud（A）。

（2）当dim=2时，数组左右翻转，相当于函数fliplr（A）。


【例2-8】
 　矩阵结构的修改。


    >>A = magic(6);
    B = reshape(A,[],3)
    B =
        35    6    19
        3    7    23
        31    2    27
        8    33    10
        30    34    14
        4    29    18
        1    26    24
        32    21    25
        9    22    20
        28    17    15
        5    12    16
        36    13    11
    >>rot90(A)
    ans =
        24    25    20    15    16    11
        19    23    27    10    14    18
        26    21    22    17    12    13
        6    7    2    33    34    29
        1    32    9    28    5    36
        35    3    31    8    30    4
    >>rot90(A,2)
    ans =
        11    18    13    29    36    4
        16    14    12    34    5    30
        15    10    17    33    28    8
        20    27    22    2    9    31
        25    23    21    7    32    3
        24    19    26    6    1    35
    >>fliplr(A)
    ans =
        24    19    26    6    1    35
        25    23    21    7    32    3
        20    27    22    2    9    31
        15    10    17    33    28    8
        16    14    12    34    5    30
        11    18    13    29    36    4



 2.2.4　矩阵元素的数据变换

在MATLAB中，可以实现对由小数构成的矩阵A取整，也可以把矩阵写成有理数形式，同时也可求矩阵的余数。

floor（A）：表示将矩阵A中元素按-∞方向取整，即取不足整数。

ceil（A）：表示将矩阵A中元素按+∞方向取整，即取过剩整数。

round（A）：表示将矩阵A中元素按最近整数取整，即四舍五入取整。

fix（A）：表示将矩阵A中元素按离0近的方向取整。


【例2-9】
 　实现矩阵的取整。


    >>A=2*randn(4)
    A =
        1.4508  -0.2483    1.3430    0.9778
      -0.1261    2.9794  -2.4150    2.0694
        1.4295    2.8181    1.4345    1.4538
      -0.4099    2.8344    3.2605  -0.6069
    >>floor(A)
    ans =
          1    -1      1      0
        -1      2    -3      2
          1      2      1      1
        -1      2      3    -1
    >>ceil(A)
    ans =
        2    0      2    1
        0    3    -2    3
        2    3      2    2
        0    3      4    0
    >>round(A)
    ans =
        1    0      1    1
        0    3    -2    2
        1    3      1    1
        0    3      3  -1
    >>fix(A)
    ans =
        1    0      1    0
        0    2    -2    2
        1    2      1    1
        0    2      3    0


[n，d]=rat（A）：表示将矩阵A表示为两个整数矩阵相乘，即A=n．/d。

B=rem（A，x）：表示矩阵A除以模数x后的余数。如果x=0，则定义rem（A，0）=NaN，如果x≠0，则整数部分由fix（A．/x）表示，余数C=A-x．×fix（A．/x），允许模x为小数。


【例2-10】
 　求矩阵的有理数形式及余数。


    >>[n,d]=rat(A)
    n =
              177      -36        278        44
            -14        289      -355        507
              223        2277      208        173
            -66        445        701      -88
    d =
      122  145  207    45
      111    97  147  245
      156  808  145  119
      161  157  215  145
    >>rem(A,2)
    ans =
        1.4508  -0.2483    1.3430    0.9778
      -0.1261    0.9794  -0.4150    0.0694
        1.4295    0.8181    1.4345    1.4538
      -0.4099    0.8344    1.2605  -0.6069



 2.2.5　矩阵下标引用

在MATLAB中，普通二维矩阵元素的数字索引分为双下标索引和单下标索引。双下标索引是通过一个二元数组对来对应元素在矩阵中的行列位置，例如，A（3，2）表示矩阵A中第3行第2列的元素。单下标索引的方式是采用列元素优先的原则，对m行n列的矩阵按列排序进行重组，成为一维数组，再取新的一维数组中的元素位置对应的值作为元素在原矩阵中的单下标，例如，对于3×4的矩阵，A（6）表示矩阵A中第2行第4列的元素，而A（11）表示矩阵A中第3行第3列的元素。

1．矩阵下标访问单个矩阵元素

常用的矩阵索引表达式如表2-2所示。

表2-2　矩阵的索引表达式



	索引表达式
	说明



	A（1）
	将二维矩阵A重组为一维数值，返回数组中第一个元素



	A（:，j）
	返回二维矩阵A中第j列列向量



	A（i，:）
	返回二维矩阵A中第i行行向量



	A（:，j:k）
	返回由二维矩阵A中的第j列到第k列向量组成的子矩阵



	A（i:k，:）
	返回由二维矩阵A中的第i行到第k行行向量组成的子矩阵



	A（i:k，j:l）
	返回由二维矩阵A中的第i行到第k行行向量和第j列到第l列列向量的交集组成的子矩阵



	A（:）
	将矩阵A中的每列合并成一个长的列向量



	A（j:k）
	返回一个行向量，其元素为A（:）中的第j个元素到第k个元素



	A（[j1
 ，j2
 ，…]）
	返回一个行向量，其中的元素为A（:）中的第j1
 、j2
 元素



	A（[:，[]j1
 ，j2
 ，…]）
	返回矩阵A的第j1
 列、第j2
 列等的列向量



	A（[i1
 ，i2
 ，…]，:）
	返回矩阵A的第i1
 行、第i2
 行等的行向量



	A（[i1
 ，i2
 ，…]，[j1
 ，j2
 ，…]）
	返回矩阵第i1
 行、第i2
 行等和第j1
 列、第j2
 列等的元素





【例2-11】
 　矩阵下标的使用。


    >>M=magic(6)
    M =
        35    1    6    26    19    24
        3    32    7    21    23    25
        31    9    2    22    27    20
        8    28    33    17    10    15
        30    5    34    12    14    16
        4    36    29    13    18    11
    >>M(2:3,3:6)
    ans =
        7    21    23    25
        2    22    27    20
    >>M([7:10,26:31])
    ans =
        1    32    9    28    23    27    10    14    18    24


2．线性引用矩阵元素

矩阵中某一元素的单下标索引值和双下标索引值之间，可以通过MATLAB内部函数进行转换，其格式为：

linearInd = sub2ind（matrixSize，rowSub，colSub）：matrixSize表示要转换的矩阵的行列数；rowSub为要转换矩阵的行标；colSub为要转换矩阵的列标。rowSub、colSub的行列数必须相同。linearInd为输出参数，其行、列数与rowSub、colSub相同。

linearInd = sub2ind（arraySize，dim1Sub，dim2Sub，dim3Sub，…）：这是对多维数组进行下标转换。dim1Sub，dim2Sub，dim3Sub，…的行列数相等。

[I，J] = ind2sub（siz，IND）：siz是矩阵的行列数；IND为索引。返回值I，J是对应的行标与列标。I，J的行列数与IND一致。

[I1
 ，I2
 ，I3
 ，…，In
 ] = ind2sub（siz，IND）：返回n维数组的下标。


【例2-12】
 　矩阵元素单双下标索引值转换。


    >>A = rand(3, 4, 2)
    A(:,:,1) =
        0.6555    0.0318    0.0971    0.3171
        0.1712    0.2769    0.8235    0.9502
        0.7060    0.0462    0.6948    0.0344
    A(:,:,2) =
        0.4387    0.7952    0.4456    0.7547
        0.3816    0.1869    0.6463    0.2760
        0.7655    0.4898    0.7094    0.6797
    >>linearInd = sub2ind(size(A), 2, 1, 2)
    linearInd =
        14
    >>IND = [3 4 5 6]
    s = [3,3];
    [I,J] = ind2sub(s,IND)
    IND =
        3    4    5    6
    I =
        3    1    2    3
    J =
        1    2    2    2



 2.2.6　矩阵信息的获取

矩阵的信息主要包括矩阵结构、矩阵大小、矩阵维度、矩阵的数据类型及内存占用等。

1．矩阵结构

矩阵的结构是指矩阵子元素的排列方式。MATLAB提供了各种测试函数，如表2-3所示。

表2-3　矩阵结构测试函数



	函数名称
	说明



	isempty（A）
	检测矩阵是否为空



	isscalr（A）
	检测矩阵是否是单元的标量矩阵



	isvector（A）
	检测矩阵是否是只具有一行或一列元素的一维向量



	issparse（A）
	检测数组是否为稀疏矩阵




这类函数的返回值是逻辑类型的数据。返回值为1表示该矩阵是某一特定类型的矩阵；返回值为0表示该矩阵不是该特定类型的矩阵。


【例2-13】
 　判断给定矩阵的数据结构。


    >>A=zeros(3,4)
    A =
        0    0    0    0
        0    0    0    0
        0    0    0    0
    >>isempty(A)    %判断矩阵A是否为空矩阵
    ans =
        0
    >>isscalar(A)  %判断矩阵A是否为标量
    ans =
        0
    >>isvector(A)  %判断矩阵A是否为向量
    ans =
        0
    >>issparse(A)  %判断矩阵A是否为稀疏矩阵
    ans =
        0


2．矩阵大小

矩阵的形状信息反映了矩阵的大小，通常又包括以下几个方面的内容。

（1）矩阵的维数。

（2）矩阵各维（例如最长维、用户指定的维）的长度。

（3）矩阵元素的个数。

针对上述三方面的信息，相应地，在MATLAB中提供了4个函数，分别用于获取矩阵形状的相关信息，如表2-4所示。

表2-4　矩阵形状信息的查询函数



	函数
	说明
	函数
	说明



	n=dims（X）
	获取矩阵的维数
	n=length（X）
	获取矩阵最长维的长度



	[m，n]=size（X）
	获取矩阵在各维上的长度
	n=numel（X）
	获取矩阵元素的个数





【例2-14】
 　利用查询函数查询给定矩阵的信息。


    >>A=eye(5,3)
    A =
        1    0    0
        0    1    0
        0    0    1
        0    0    0
        0    0    0
    >>ndims(A)
    ans =
        2
    >>length(A)
    ans =
        5
    >>[m,n]=size(A)
    m =
        5
    n =
        3
    >>e1=size(A,1)
    e1 =
        5
    >>f=numel(A)
    f =
        15


由上述size函数的应用可知：

（1）size函数的返回值可以是分开显示的单个实数变量，也可以是一个行向量；

（2）在size函数的输入参数中增加维度参数可以获取指定维度的长度，其中“1”表示行，“2”表示列。

3．矩阵的数据类型

矩阵作为MATLAB的内部数据存储和运算结构，其元素可以是各种各样的数据类型，对应不同数据类型的元素，可以是数值、字符串、元胞、结构体等。MATLAB中提供了一系列关于数据类型的测试函数，如表2-5所示。

表2-5　矩阵数据类型的测试函数



	函数
	说明
	函数
	说明



	isnumeric
	检测矩阵元素是否为数值型变量
	ischar
	检测矩阵元素是否为字符型变量



	isreal
	检测矩阵元素是否为实数数值型变量
	isstruct
	检测矩阵元素是否为结构体型变量



	isfloat
	检测矩阵元素是否为浮点数值型变量
	iscell
	检测矩阵元素是否为单元型变量



	isinteger
	检测矩阵元素是否为整数型变量
	iscellstr
	检测矩阵元素是否为结构体的单元型变量



	isolgical
	检测矩阵元素是否为逻辑型变量




这类函数的返回值也是逻辑类型的数据。返回值为1表示是某一特定的数据类型。返回值为0表示不是该特定的数据类型。


【例2-15】
 　对给定的数据进行数据类型判断。


    >>A=[1 3 4;2 7 9]
    A =
        1    3    4
        2    7    9
    >>isnumeric(A)
    ans =
        1
    >>isfloat(A)
    ans =
        1
    >>B='The MATLAB';
    >>isstruct(B)
    ans =
        0
    >>ischar(B)
    ans =
        1



 2.3　矩阵运算

矩阵运算是MATLAB最重要的运算，因为MATLAB的运算大部分都建立在矩阵运算的基础之上。MATLAB有三种矩阵运算类型：矩阵的代数运算、矩阵的关系运算和矩阵的逻辑运算。其中，矩阵的代数运算应用最为广泛。


 2.3.1　矩阵的代数运算

1．矩阵的算术运算

矩阵算术运算的书写格式与普通算术运算相同，包括优先顺序规则，但其乘法和除法的定义和方法与标量截然不同。表2-6为MATLAB矩阵的算术运算符及说明。

表2-6　MATLAB矩阵的算术符运算及说明



	运算符
	名称
	实例
	说明



	+
	加
	A+B
	如果A、B为同维数矩阵，则表示A与B对应元素相加；如果其中一个矩阵为标量，则表示另一矩阵的所有元素加上该标量



	-
	减
	A-B
	如果A、B为同维数矩阵，则表示A与B对应元素相减；如果其中一个矩阵为标量，则表示另一矩阵的所有元素减去该标量



	*
	矩阵乘
	A*B
	矩阵A与B相乘，A和B均可为向量或标量，但A和B的维数必须符合矩阵的乘法的定义



	＼
	矩阵左除
	A＼B
	方程A*X=B的解X



	/
	矩阵右除
	A/B
	方程X*A=B的解X



	^
	矩阵乘方
	A^B
	当A、B均为标量时，表示A的B次方幂；当A为方阵，B为正整数时，表示矩阵A的B次乘积；当A、B均为矩阵时，无定义





【例2-16】
 　矩阵的算术运算。


    >>A=[1 4 7;2 5 8;3 6 9];
    >>B=[0 2 75;12 3 8;10 5 3];
    >>C=A+B                  %矩阵的加法运算
    C =
        1    6    82
        14    8    16
        13    11    12
    >>D=A-B              %矩阵的减法运算
    D =
        1    2  -68
      -10    2    0
      -7    1    6
    >>E=A＼B          %矩阵的左除运算
    Warning: Matrix is singular to working precision.
    E =
      NaN  NaN  NaN
      -Inf  Inf  Inf
    Inf  -Inf  -Inf
    >>F=A/B        %矩阵的右除运算
    F =
        0.1518  -1.0654    1.3785
        0.1702  -1.2198    1.6638
        0.1886  -1.3743    1.9491
    >>H=A*B      %矩阵的乘法运算
    H =
      118    49  128
      140    59  214
      162    69  300
    >>J=A^3      %矩阵的乘方运算
    J =
            468        1062        1656
            576        1305        2034
            684        1548        2412


注意：


（1）如果A、B两矩阵进行加、减运算，则A、B必须维数相同，否则系统提示出错。

（2）如果A、B两矩阵进行乘运算，则前一矩阵的列数必须等于后一矩阵的行数（内维数相等）。

（3）如果A、B两矩阵进行右除运算，则两矩阵的列数必须相等（实际上，X=B/A=B×A-1
 ）。

（4）如果A、B两矩阵进行左除运算，则两矩阵的行数必须相等（实际上，X=A＼B=A-1
 ·B）。



2．矩阵的运算函数

MATLAB工具箱中提供了一些常用的矩阵运算函数，熟悉这些对读者非常有用。表2-7列出了部分常用的矩阵运算函数。

表2-7　常用矩阵的运算函数



	函数
	说明



	A'
	计算矩阵A的转置矩阵



	inv（A）
	计算矩阵A的逆矩阵



	length（A）
	计算矩阵A的长度（列数）



	sum（A）
	如果A为向量，则计算A所有元素之和；如果A为矩阵，则产生一行向量，其元素分别为矩阵A各列元素之和



	prod（A）
	如果A为向量，则计算A所有元素之积；如果A为矩阵，则产生一行向量，其元素分别为矩阵A各列元素之积



	max（A）
	如果A为向量，则求出A所有元素的最大值；如果A为矩阵，则产生一行向量，其元素分别为矩阵A各列元素的最大值



	min（A）
	如果A为向量，则求出A所有元素的最小值；如果A为矩阵，则产生一行向量，其元素分别为矩阵A各列元素的最小值



	mean（A）
	如果A为向量，则求出A所有元素的平均值；如果A为矩阵，则产生一行向量，其元素分别为矩阵A各列元素的平均值





【例2-17】
 　常用矩阵运算函数实例。


    >>A = [1 3 2; 4 2 5; 6 1 4]
    A =
        1    3    2
        4    2    5
        6    1    4
    >>A'
    ans =
        1    4    6
        3    2    1
        2    5    4
    >>sum(A)
    ans =
        11    6    11
    >>prod(A)
    ans =
        24    6    40
    >>length(A)
    ans =
        3
    >>min(A)
    ans =
        1    1    2
    >>mean(A)
    ans =
        3.6667    2.0000    3.6667


3．矩阵元素的群运算

元素群运算，是指矩阵中的所有元素按单个元素进行运算。为了与矩阵作为整体的运算符号相区别，元素群运算约定：在矩阵运算符*、/、＼、^前加一个点符号“．”，以表示在做元素群运算，而非矩阵运算。元素群加、减运算的效果与矩阵加、减运算是一致的，运算符也相同。矩阵的元素群运算符及说明见表2-8。

表2-8　矩阵的元素群运算符及说明



	运算符
	名称
	实例
	说明



	．*
	元素群乘
	A．*B
	矩阵A与B对应元素相乘，A和B必须为同维矩阵或其中之一为标量



	．＼
	元素群左除
	A．＼B
	矩阵B除以矩阵A的对应元素，A和B必须为同维矩阵或其中之一为标量



	．/
	元素群右除
	A．/B
	矩阵A除以矩阵B的对应元素，A和B必须为同维矩阵或其中之一为标量



	．^
	元素群乘方
	A．^B
	矩阵A的各元素与矩阵B的对应元素的乘方运算，运算结果C=A．^B，其中C（i，j）=A（i，j）^B（i，j），A和B必须为同维矩阵





【例2-18】
 　矩阵元素群运算。


    >>A=[1 2;3 4];B=[1 5;3 7];
    >>A.*B
    ans =
        1    10
        9    28
    >>A.＼B
    ans =
        1.0000    2.5000
        1.0000    1.7500
    >>A./B
    ans =
        1.0000    0.4000
        1.0000    0.5714
    >>A.^B
    ans =
              1        32
              27      16384


4．元素群的函数

MATLAB提供了几乎所有初等函数，包括三角函数、对数函数、指数函数和复数运算函数等。大部分的MATLAB函数运算都是分别作用于函数变量（矩阵）的每一个元素，这意味着这些函数的自变量可以是任意阶的矩阵。表2-9列出了MATLAB常用初等函数名及说明。

表2-9　常用初等函数名及其说明



	函数名
	说明
	函数名
	说明



	sin
	正弦函数（角度单位为弧度）
	real
	求复数的实部



	cos
	余弦函数（角度单位为弧度）
	imag
	求复数的虚部



	tan
	正切函数（角度单位为弧度）
	conj
	求复数的共轭



	abs
	求实数绝对值或复数的模
	exp
	自然指数函数（以e为底）



	sqrt
	平方根函数
	log
	自然对数函数（以e为底）



	angle
	求复数的复角
	log10
	以10为底的对数函数





【例2-19】
 　已知x的值，求对应的函数值。


    >>x = [-i pi+i*pi/2 -1+i*4];
    >>sin(x)
    ans =
      0.0000 - 1.1752i  0.0000 - 2.3013i -22.9791 +14.7448i
    >>tan(x)
    ans =
      0.0000 - 0.7616i  -0.0000 + 0.9172i  -0.0006 + 1.0003i
    >>real(x)
    ans =
            0    3.1416  -1.0000
    >>imag(x)
    ans =
      -1.0000    1.5708    4.0000
    >>angle(x)
    ans =
      -1.5708    0.4636    1.8158
    >>log(x)
    ans =
      0.0000 - 1.5708i  1.2563 + 0.4636i  1.4166 + 1.8158i



 2.3.2　矩阵的关系运算

关系运算符主要用于比较数、字符串、矩阵之间的大小或不等式关系，其返回值为0或为1。常用的关系运算符如表2-10所示。

表2-10　MATLAB语言的关系运算符



	关系操作符
	说明
	对应的函数



	==
	等于　
	eq（A，B）



	～=
	不等于
	ne（A，B）



	<
	小于　
	lt（A，B）



	>
	大于　
	gt（A，B）



	<=
	小于等于
	le（A，B）



	>=
	大于等于
	ge（A，B）





注意：
 表2-10中的比较运算符都是双操作数运算符，两个操作数是大小相同的数组，或者其中一个为标量。例如，A>a、a>A（a为标量）都是有效的，其意义为A中所有元素分别与a做比较。


【例2-20】
 　比较矩阵A、B与标量a的大小关系。


    >>clear all;
    >>A=[1 2 3;4 5 8;9 7 6];
    >>B=[1 4 7;2 5 8;3 6 9];
    >>a=2;
    >>A==B          %比较矩阵大小
    ans =
        1    0    0
        0    1    1
        0    0    0
    >>A==a        %比较矩阵A与标量a关系
    ans =
        0    1    0
        0    0    0
        0    0    0
    >>B==a      %比较A与标量a关系
    ans =
        0    0    0
        1    0    0
        0    0    0
    >>A>B      %比较A、B大小关系
    ans =
        0    0    0
        1    0    0
        1    1    0



 2.3.3　矩阵的逻辑运算

逻辑运算符主要用于逻辑表达式和进行逻辑运算，参与运算的逻辑量以0代表“假”，以任意非0元素代表“真”。逻辑表达式和逻辑函数的值以0表示“假”，以1表示“真”。常用的逻辑运算符如表2-11所示。

表2-11　MATLAB中的逻辑操作符



	逻辑操作符
	说明
	对应的函数



	＆
	逻辑与
	and（A，B）



	｜
	逻辑或
	or（A，b）



	～
	逻辑非
	nor（A，B）



	‖
	先决或
	



	＆＆
	先决与
	





注意：
 ＆、｜、＆＆、‖、xor、～的操作数也可以是非逻辑矩阵的数值矩阵，但是，MATLAB会首先将其转换为逻辑矩阵，非0元素转换为逻辑1，0转换为逻辑0，然后按照逻辑运算法则进行运算。逻辑运算符同样支持矩阵与标量的逻辑运算，其意义为各元素与标量分别做逻辑运算。

＆、＆＆执行相同的运算，都是逻辑与，其结果相同，但两者运算方式不同。A＆B首先分别计算出A、B，然后进行逻辑与；A＆＆B首先计算A，如A的某一元素为0，则结果的对应元素为0，而不用计算B的对应元素。当A计算比较简单、B很复杂时，采用＆＆会提高运算效率。｜、‖也有相同的区别。


【例2-21】
 　矩阵的逻辑运算。


    >>clear all;
    A=[5 4 3;0 8 9;3 6 7];B=[1 5 7;3 9 7;0 2 4];
    A|B        %同维矩阵的逻辑或运算
    ans =
        1    1    1
        1    1    1
        1    1    1
    >>a=4;A=[3 4;5 9];a&A          %标量与矩阵的逻辑与运算
    ans =
        1    1
        1    1
    >>~A
    ans =
        0    0    0
        1    0    0
        0    0    0



 2.3.4　矩阵的其他运算

除了其他的算术运算、关系运算及逻辑运算外，还有其他运算。

1．矩阵的查找

在MATLAB中提供了find函数用于实现矩阵元素的查找，它通常与关系函数和逻辑运算相结合。函数的调用格式如下。

ind=find（X）：查找矩阵A中的非零矩阵，函数返回这些元素的单下标。

[row，col]=find（X，…）：查找矩阵A中的非零元素，函数返回这些元素的双下标row和col。

[row，col，v]=find（X，…）：同样返回下标的索引v。


【例2-22】
 　利用find函数查找矩阵中的元素。


    >>A= [1 0 2; 0 1 1; 0 0 4]
    A =
        1    0    2
        0    1    1
        0    0    4
    >>k = find(A)
    k =
        1
        5
        7
        8
        9
    >>k2 = find(~A)
    k2 =
        2
        3
        4
        6
    >>B = magic(4)
    B =
        16    2    3    13
        5    11    10    8
        9    7    6    12
        4    14    15    1
    >>k = find(B<10,5)
    k =
        2
        3
        4
        5
        7


2．元素的排序

MATLAB中，提供了sort函数用于实现元素的排序，是按升序排序的，排序后的矩阵和原矩阵的维数相同。函数的调用格式如下。

B=sort（A）：对矩阵A按照升序进行排列。当A为向量时，返回由小到大排序后的向量；当A为矩阵时，返回A中各列按照由小到大排序后的矩阵。

B=sort（A，dim）：返回在给定的维数dim上按照由小到大顺序排序后的结果，当dim=1时，按照列进行排序，当dim=2时，按照行进行排列。

B=sort（…，mode）：可以指定排序的方式。参数mode默认值为ascend，即按照升序进行排列；当mode为descend时，对矩阵进行降序排列。

[B，IX]=sort（A，…）：输出参数B为排序后的结果，输出参数IX中元素表示B中对应元素在输入参数A中的位置。


【例2-23】
 　矩阵元素的排序。


    >>A=[1 3 0;3 1 0;-2 9 5];
    >>B=sort(A)              %按列进行升序排序
    B =
        -2    1    0
        1    3    0
        3    9    5
    >>C=sort(A,2)      %按行进行升序排序
    C =
          0    1    3
          0    1    3
        -2    5    9
    >>D=sort(A,'descend')    %按列进行降序排序
    D =
          3    9    5
          1    3    0
        -2    1    0
    >>E=sort(A,2,'descend')  %按行进行降序排序
    E =
        3    1      0
        3    1      0
        9    5    -2
    >>S=[B C;D E]
    S =
        -2    1    0      0    1      3
          1    3    0      0    1      3
          3    9    5    -2    5      9
          3    9    5      3    1      0
          1    3    0      3    1      0
        -2    1    0      9    5    -2


3．矩阵元素的累积和与累积积运算

在MATLAB中，除提供sum及prod函数实现矩阵的求和与求积运算外，还提供了cumsum函数实现求矩阵元素的累积和，提供了cumprod函数实现求矩阵元素的累积积运算，这两个函数的返回值为矩阵。函数的调用格式如下。

B=cumsum（A）：对矩阵A的元素求和，返回的是一个矩阵值。

B=cumsum（A，dim）：返回在给定的维数dim上元素的和。当dim=1时，计算矩阵A各列元素的和；当dim=2时，计算矩阵A各行元素的和。

B=cumprod（A）：对矩阵A的元素求积，返回的是一个矩阵值。

B=cumprod（A，dim）：返回在给定的维数dim上元素的积。当dim=1时，计算矩阵A各列元素的积；当dim=2时，计算矩阵A各行元素的积。


【例2-24】
 　求矩阵的累积和与累积积。


    >>A = [1 4 7; 2 5 8; 3 6 9];
    >>cumsum(A)
    ans =
        1    4    7
        3    9    15
        6    15    24
    >>cumsum(A,2)
    ans =
        1    5    12
        2    7    15
        3    9    18
    >>cumprod(A)
    ans =
        1    4    7
        2    20    56
        6  120  504
    >>cumprod(A,2)
    ans =
        1    4    28
        2    10    80
        3    18  162


4．矩阵元素的差分

MATLAB中提供了diff函数用于计算矩阵的差分。函数的调用格式如下。

Y=diff（X）：计算矩阵各列的差分。

Y=diff（X，n）：计算矩阵各列的n阶差分。

Y=diff（X，n，dim）：计算矩阵在dim方向上的n维差分。当dim=1时，计算矩阵各列元素的差分，当dim=2时，计算矩阵各行元素的差分。


【例2-25】
 　利用diff函数计算矩阵的差分。


    >>X = [1 1 2 3 5 8 13 21];
    Y = diff(X)
    Y =
        0    1    1    2    3    5    8
    >>X = [1 1 1; 5 5 5; 25 25 25];
    Y = diff(X)
    Y =
        4    4    4
        20    20    20
    >>X = [1 3 5;7 11 13;17 19 23];
    Y = diff(X,1,2)
    Y =
        2    2
        4    2
        2    4



 2.4　矩阵的分析

矩阵分析是线性代数的重要内容，也是几乎所有MATLAB函数分析的基础。在MATLAB中，可以支持多种线性代数中定义的操作，正是其强大的矩阵运算能力才使得MATLAB成为优秀的数值计算软件。


 2.4.1　向量和矩阵的范数

对于线性空间中的一个向量x=｛x1
 ，x2
 ，…，xn
 ｝，如果存在一个函数r（x）满足以下三个条件：

（1）r（x）>0，且r（x）=0的充要条件为x=0。

（2）r（ax）=｜a｜r（x），其中a为任意标量。

（3）对向量x和y，有r（x+y）≤r（x）+r（y）。

则称r（x）为向量x的范数，一般记为‖x‖。范数的形式多种多样，下面式子中定义的范数操作就满足以上三个条件：
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式中定义的‖x‖p
 称为p阶范数，其中最有用的是1、2和∞阶范数。

矩阵的范数是基于向量的范数定义的，其定义为：
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与向量的范数一样，矩阵的范数最常用的也是1、2和∞阶范数，它的定义为：
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在上式中，Smax
 ｛AT
 A｝则为矩阵A的最大奇异值的平方。

在MATLAB中，提供了norm函数用于求向量的范数，调用格式如下。

n=norm（v）：返回向量的2阶范数，相当于n=norm（v，2）。

n=norm（v，p）：对任意大于1的p值，返回向量x的p阶范数。

n=norm（v，inf）：返回向量的∞阶范数，相当于n=max（abs（x））。

n=norm（v，-inf）：返回向量的-∞阶范数，相当于n=min（abs（x））。

在MATLAB中，求矩阵范数的调用格式如下。

n=norm（X）：计算矩阵的2阶范数，也就是最大奇异值。

n=norm（X，p）：根据参数p的值不同，求不同阶的范数值。当p=1时，计算矩阵的1阶范数，相当于max（sum（abs（X）））。当p=2时，计算矩阵A的2阶范数，相当于norm（A）。当p=inf时，计算矩阵X的∞阶范数，相当于max（sum（abs（X）））。当p=fro时，计算矩阵X的F范数（Frobenius范数），相当于sqrt（sum（diag（A'*A）））。


【例2-26】
 　求向量与矩阵的范数。


    >>X = [-2 3 -1];
    n = norm(X)
    n =
        3.7417
    >>n1=norm(X,1)
    n1 =
        6
    >>A= [2 0 1;-1 1 0;-3 3 0];
    n2 = norm(A)
    n2 =
        4.7234
    >>n3 = norm(A,1)
    n3 =
        6
    >>n4 = norm(A,'fro')
    n4 =
        5



注意：
 当矩阵维数比较大时，会导致计算矩阵范数的时间比较长，并且当一个近似的范数值满足要求时，可以考虑使用函数normest来估计2阶范数值。函数normest最初是提供给稀疏矩阵使用的，同时它也能接受满矩阵的输入，一般在满矩阵且维数比较大时使用。函数的调用格式如下。

nrm=normest（S）：估计矩阵S的2阶范数数值，默认的允许误差数值维为1e-6。

nrm=normest（S，tol）：使用参数tol作为允许的相对误差。

[nrm，count]=normest（…）：除返回2阶范数数值外，还返回了使用的迭代次数count。


【例2-27】
 　使用normest函数求解矩阵的范数。


    >>M=hilb(100);
    >>t1=clock;
    >>M_norm=norm(M)
    M_norm =
        2.1827
    >>t2=clock;
    >>t_norm=etime(t2,t1)
    t_norm =
      18.1270
    >>t3=clock;
    >>M_normest=normest(M)
    M_normest =
        2.1827
    >>t4=clock;
    >>t_normest=etime(t4,t3)
    t_normest =
      24.1640


由以上结果可看出，利用两个函数求范数所需要的时间是不同的，建议在求解大型矩阵的范数时，使用normest函数。


 2.4.2　矩阵的条件数

在线性代数中，描述线性方程Ax=b的解对b中的误差或不确定性的敏感度的度量就是矩阵A的条件数，其对应的数学定义为
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根据基础的数学知识，矩阵的条件数总是大于等于1。其中，正交矩阵的条件数为1，奇异矩阵的条件数为∞，而病态矩阵的条件数则比较大。

依据条件数，方程解的相对误差可以由以下不等式来估算：
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在MATLAB中提供了cond（A）求取矩阵A的条件数。函数的调用格式如下。

c=cond（X）：计算矩阵X的2范数下的条件数。

c=cond（X，p）：计算矩阵的p-范数下的条件数。p的取值有：

（1）p=1时，即为计算矩阵X的1-范数下的条件数。

（2）p=2时，即为计算矩阵X的2-范数下的条件数。

（3）p=inf时，即为计算矩阵X的∞-范数下的条件数。

（4）p=fro时，即为计算矩阵X的Frobenius范数下的条件数。


【例2-28】
 　计算矩阵的条件数。


    >>A=[1 5 9 4;3 6 7 9;12 0 8 4];
    >>C1=norm(A)          %矩阵2-范数下的条件数
    C1 =
      20.4664
    >>C2=norm(A,1)          %矩阵1-范数下的条件数
    C2 =
        24
    >>C3=norm(A,inf)          %矩阵∞-范数下的条件数
    C3 =
        25
    >>C4=norm(A,'fro')          %矩阵Frobenius范数下的条件数
    C4 =
      22.8473


在MATLAB中采用rcond函数来计算矩阵条件数的倒数值。函数的调用格式如下。

c=rcond（A）：计算矩阵A条件数的倒数。当矩阵A为病态时，该函数的返回值接近0；当矩阵为良态时，返回值接近1。


【例2-29】
 　计算矩阵条件数的倒数值。


    >>A=magic(3)
    A =
        8    1    6
        3    5    7
        4    9    2
    >>r1=rcond(A)        %魔方矩阵的条件数的倒数值
    r1 =
        0.1875
    >>B=hilb(3)          %3阶病态矩阵
    B =
        1.0000    0.5000    0.3333
        0.5000    0.3333    0.2500
        0.3333    0.2500    0.2000
    >>r2=rcond(B)    %病态矩阵的条件数的倒数值
    r2 =
        0.0013


此外，在MATLAB中，采用condest函数计算矩阵的1-范数的条件数的估计值，该函数的调用格式如下。

c=condest（A）：计算矩阵A的1-范数条件数的估计值。


【例2-30】
 　计算矩阵1-范数条件数的估计值。


    >>M=rand(1000);
    t1=clock;
    M_cond=cond(M,1)
    t2=clock;
    t_norm=etime(t2,t1)
    t3=clock;
    M_condest=condest(M)
    t4=clock;
    t_condest=etime(t4,t3)


运行程序，输出如下。


    M_cond =
        1.2773e+05
    t_norm =
        0.3590
    M_condest =
        1.2773e+05
    t_condest =
        0.1880



 2.4.3　化零矩阵

对于非满秩的矩阵A，存在某矩阵Z，满足A．Z=0，同时矩阵Z是一个正交矩阵，也就是说Z'．Z=I，则矩阵Z被称为矩阵A的化零矩阵。在MATLAB中提供了null函数实现矩阵的化零矩阵求解。其调用格式如下。

Z=null（A）：返回矩阵A的化零矩阵，如果化零矩阵不存在，则返回空矩阵。

Z=null（A，'r'）：返回有理形式的化零矩阵。


【例2-31】
 　求非满秩矩阵A的化零矩阵。


    >>clear all;
    A = [1    2    3;1    2    3;1    2    3];
    Z = null(A)
    Z =
            0    0.9636
      -0.8321  -0.1482
        0.5547  -0.2224
    >>A*Z
    ans =
      1.0e-015 *
        0.2220    0.2220
        0.2220    0.2220
        0.2220    0.2220
    >>Z'*Z
    ans =
        1.0000    0.0000
        0.0000    1.0000
    >>ZR=null(A,'r')      %求解有理数形式化零矩阵
    ZR =
        -2    -3
          1      0
          0      1
    >>RZ=A*ZR
    RZ =
        0    0
        0    0
        0    0



 2.4.4　矩阵的秩

矩阵A中线性无关的列向量个数称为列秩，线性无关的向量个数称为行秩。MATLAB中提供了rank函数来计算矩阵的秩。函数的调用格式如下。

k=rank（A）：用默认允许误差计算矩阵的秩。

k=rank（A，tol）：给定允许误差计算矩阵的秩，tol=max（size（A））．eps（norm（A））。


【例2-32】
 　利用rank函数求给定矩阵的秩。


    >>clear all;
    >>A=[1 2 3;3 4 5;5 6 7];
    >>r1=rank(A)
    r1 =
        2
    >>B=magic(3)
    B =
        8    1    6
        3    5    7
        4    9    2
    >>r2=rank(B)
    r2 =
        3



提示：
 矩阵B为满秩矩阵，矩阵A不是满秩矩阵。


 2.4.5　矩阵的行列式

矩阵[image: ]
 的行列式定义为：
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其中，k1
 ，k2
 ，…，kn
 是将序列1，2，…，n交换k次所得的序列。在MATLAB中，提供了det函数计算矩阵的行列式。


【例2-33】
 　计算矩阵的行列式。


    >>clear
    >>A=[1 2 3;3 4 5;7 8 9];
    >>d1=det(A)
    d1 =
        0
    >>B=magic(5);
    >>B=magic(5)
    B =
        17    24    1    8    15
        23    5    7    14    16
        4    6    13    20    22
        10    12    19    21    3
        11    18    25    2    9
    >>d2=det(B)
    d2 =
      5.0700e+06



提示：
 在线性代数中，定义行列式0的矩阵为奇异矩阵。但是一般不能使用语句“abs（det（A））<=e”来判断矩阵A的奇异性，因为不容易选择合适的允许误差e来满足要求。可以利用cond来判断矩阵的奇异性。


 2.4.6　矩阵的迹

矩阵的迹定义为矩阵对角元素之和。在MATLAB中，提供了trace函数来计算矩阵的迹。


【例2-34】
 　利用trace函数求矩阵的迹。


    >>A=[1 2 3;3 4 5;7 8 9];
    >>B=magic(5);
    >>t1=trace(A)
    t1 =
        14
    >>t2=trace(B)
    t2 =
        65



 2.4.7　矩阵的逆和伪逆

对于方阵A，如果为非奇异方阵，则存在逆矩阵inv（A），使得A*inv（A）=I。手工计算矩阵的逆是非常烦琐的，而利用inv函数则可以非常方便地求出方阵的逆。函数inv（A）在求方阵的逆时采用高斯消去法。如果A不是方阵或A为奇异或接近奇异的方阵，函数会给出警告信息，计算结果将都为Inf。在不是采用IEEE算法的机器上，上述情况将会出错。


【例2-35】
 　矩阵的逆运算。


    >>A=[1 2 3;2 3 6;5 8 1];
    >>inv(A)
    ans =
      -3.2143    1.5714    0.2143
        2.0000  -1.0000        0
        0.0714    0.1429  -0.0714
    >>B=[0 0 0;0 2 0;0 0 0];
    >>inv(B)
    Warning: Matrix is singular to working precision.
    ans =
      Inf  Inf  Inf
      Inf  Inf  Inf
      Inf  Inf  Inf


对于奇异方阵或非方阵的矩阵，并不存在逆矩阵，但可以用pinv（A）求其伪逆。其调用格式如下。

B=pinv（A）

B=pinv（A，tol）

函数返回一个与矩阵A'具有相同大小的矩阵B，并且满足ABA=A，BAB=B，且AB和BA都是Hermintain矩阵。计算方法是基于奇异值分解svd（A），并且任何小于公差的奇异值都被看作零，其默认的公差为max（size（A））*norm（A）*eps。如果A为非奇异方阵，函数的计算结果与inv（A）相同，但却会耗费大量的计算时间，相比较而言，inv（A）花费更少的时间。在其他情况下，pinv（A）具有inv（A）的部分特性，但却不是与inv（A）完全等同，例如：


    >>pinv(A)
    ans =
      -3.2143    1.5714    0.2143
        2.0000  -1.0000  -0.0000
        0.0714    0.1429  -0.0714


pinv（A）也可以用来求解线性方程AX=b，X可以由pinv（A）*b和A/b分别解得，其中A可以不是方阵，可以为奇异方阵。


【例2-36】
 　利用矩阵的逆运算求解线性方程组。


    >>clear all;
    A=[1 3 7;-1 4 4;1 10 18];
    b=[3 7 9]';
    x=pinv(A)*b
    x =
      -1.1753
        1.5462
      -0.2567
    >>bsol=A*x
    bsol =
        1.6667
        6.3333
        9.6667


从以上结果可看出，通过使用伪逆矩阵的方法，可以求解得到数值解，同时该数值解可以精确地满足结果。

％修改需要求解的数值，代码如下。


    >>clear all;
    A=[1 3 7;-1 4 4;1 10 18];
    b=[6 4 15]';
    x=pinv(A)*b
    x =
        0.0759
        0.3126
        0.6647
    >>bsol=A*x
    bsol =
        5.6667
        3.8333
        15.1667


由以上结果可看出，通过该方法求解得到的结果并不完全满足原来的数值条件，并不具有上面步骤中的精度。


 2.4.8　矩阵的正交空间

矩阵A的正交空间Q具有Q'．Q=I的性质，并且Q的列矢量构成的线性空间与矩阵A的列矢量构成的线性空间相同，且正交空间Q与矩阵A具有相同的秩。MATLAB中提供了orth函数来求正交空间Q。函数的调用格式如下。

B=orth（A）：矩阵B的列向量组成了矩阵A的一组标准正交基，于是B'*B=eye（rank（A））。


【例2-37】
 　矩阵的正交空间求解。


    >>A = [1 0 1;-1 -2 0; 0 1 -1];
    r = rank(A)
    r =
        3
    >>Q = orth(A)
    Q =
      -0.1200  -0.8097    0.5744
        0.9018    0.1531    0.4042
      -0.4153    0.5665    0.7118
    >>E = norm(eye(r)-Q'*Q,'fro')  %误差值
    E =
      9.6228e-16



 2.4.9　矩阵的约化行阶梯形式

矩阵的约化行阶梯形式是高斯-约旦消去法解线性方程组的结果，其形式为：
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MATLAB中，提供了rref函数来求矩阵的约化行阶梯形式。函数的调用格式如下。

R=rref（A）：利用高斯消去法得到矩阵A的行阶梯形R。

[R，jb] = rref（A）：返回矩阵A的行阶梯形R以及向量jb。

[R，jb] = rref（A，tol）：返回基于给定误差限tol的矩阵A的行阶梯形R以及向量jb。

以上调用格式中的向量jb满足下列条件。

（1）r=length（jb）即矩阵A的秩；

（2）x（jb）为线性方程组Ax=b的约束变量；

（3）A（:，jb）为矩阵A所在空间的基；

（4）R（1:r，jb）为r×r的单位矩阵。

当系数矩阵非奇异时，可以利用这个函数将增广矩阵[A，b]化为行阶梯形，那么R的最后一列即为方程组的解。


【例2-38】
 　求矩阵A的约化行阶梯形式。


    >>A = magic(4),
    A =
        16    2    3    13
        5    11    10    8
        9    7    6    12
        4    14    15    1
    >>R = rref(A)
    R =
        1    0    0      1
        0    1    0      3
        0    0    1    -3
        0    0    0      0



 2.4.10　矩阵空间的夹角

矩阵空间之间的夹角代表两个矩阵线性相关的程度。如果夹角很小，它们之间的线性相关度就很高；反之，它们之间的线性相关度就不大。在MATLAB中用函数subspace来实现求矩阵空间之间的夹角。函数的调用格式如下。

theta = subspace（A，B）：返回矩阵A和矩阵B之间的夹角。


【例2-39】
 　求矩阵A和B之间的夹角。


    >>clear all;
    H = hadamard(8);
    >>A = H(:,2:4)
    A =
          1      1      1
        -1      1    -1
          1    -1    -1
        -1    -1      1
          1      1      1
        -1      1    -1
          1    -1    -1
        -1    -1      1
    >>B = H(:,5:8)
    B =
          1      1      1      1
          1    -1      1    -1
          1      1    -1    -1
          1    -1    -1      1
        -1    -1    -1    -1
        -1      1    -1      1
        -1    -1      1      1
        -1      1      1    -1
    >>theta = subspace(A,B)
    theta =
        1.5708



 2.5　矩阵分解

矩阵分解是一个非常重要的概念，如求矩阵的特征值和特征向量、矩阵的秩等重要参数时都要用到矩阵的分解。在实际工程中，在特定的场合要对矩阵进行特定形式的分解。在MATLAB中有许多现成的公式可以利用，因而比较容易进行矩阵分解。


 2.5.1　特征值分解

1．标准特征值与标准特征向量

对于方阵A∈Rn×n
 ，多项式
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称为A的特征多项式，它是关于λ的n次多项式。方程f（λ）=0的根为矩阵A的特征值；设λ为A的一个特征值，方程组：
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的非零解（也即Ax=λx的非零解）x称为矩阵A对应于特征值λ的特征向量。

在MATLAB中，提供了eig函数用于求矩阵特征值与特征向量。函数的调用格式如下。

d=eig（A）：返回由矩阵A的所有特征值组成的列向量d。

[V，D]=eig（A）：求矩阵A的特征值与特征向量，其中D为对角矩阵，其对角元素为A的特征值，相应的特征向量为V相应的列向量。

[V，D]=eig（A，'nobalance'）：在求解矩阵特征值与特征向量前，不进行平衡处理。

所谓平衡处理是指先求矩阵A的一个相似矩阵B，然后通过求B的特征值来得到A的特征值（因为相似矩阵的特征值相等）。这种处理可以提高特征值与特征向量的计算精度，但有时这种处理会破坏某些矩阵的特性，这时就可用上面的调用格式来取消平衡处理。如用了平衡处理，那么其中的相似矩阵以及平衡矩阵可以通过balance函数来得到。函数的调用格式如下。

[T，B]=balance（A）：求相似变换矩阵T和平衡矩阵B，满足B=T-1
 AT。

B=balance（A）：求平衡矩阵B。

B=balance（A，'noperm'）：取消矩阵的平衡处理。


【例2-40】
 　求矩阵的特征值与特征向量，并求出相似矩阵T及平衡矩阵B。


    >>clear all;
    A= [ 3  -2  -.9  2*eps; -2    4    1  -eps;
        -eps/4  eps/2  -1    0; -.5    -.5    .1  1];
    >>[V,E] = eig(A)
    V =
        0.6153  -0.4176  -0.0000  -0.1437
      -0.7881  -0.3261  -0.0000    0.1264
      -0.0000  -0.0000  -0.0000  -0.9196
        0.0189    0.8481    1.0000    0.3432
    E =
        5.5616        0        0        0
            0    1.4384        0        0
            0        0    1.0000        0
            0        0        0  -1.0000
    >>A= [ 3  -2  -.9  2*eps; -2    4    1  -eps;
        -eps/4  eps/2  -1    0; -.5    -.5    .1  1];
    >>[T,B] = balance(A)
    T =
      1.0e+07 *
        0.0000        0        0        0
            0    0.0000        0        0
            0        0    0.0000        0
            0        0        0    3.3554
    B =
        3.0000  -2.0000  -0.0000    0.0000
      -2.0000    4.0000    0.0000  -0.0000
      -0.0000    0.0000  -1.0000        0
      -0.0000  -0.0000    0.0000    1.0000
    >>[V,E] = eig(B)
    V =
        0.6154  -0.7882  -0.0000  -0.0000
      -0.7882  -0.6154  -0.0000    0.0000
      -0.0000  -0.0000  -0.0000  -1.0000
        0.0000    0.0000    1.0000    0.0000
    E =
      5.5616        0        0        0
            0    1.4384        0        0
            0        0  1.0000        0
            0        0        0  -1.0000


2．广义特征值与特征向量

上面的特征值与特征向量都是线性代数中所学的，在矩阵论中，还有广义特征值与特征向量的概念。求方程组：

[image: ]


的非零解（其中A、B为同阶方阵），其中的λ值和向量x分别称为广义特征值和特征向量。在MATLAB中，这种特征值与特征向量同样可利用eig函数求得。其调用格式如下。

d=eig（A，B）：返回由广义特征值组成的向量d。

[V，D]=eig（A，B）：返回由广义特征值组成的对角矩阵D以及相应的广义特征向量矩阵V。

[V，D]=eig（A，B，flag）：用flag指定的算法计算特征值矩阵D和特征向量V，flag的可能值为：'chol'表示对B使用林列斯基（Cholesky）分解算法，其中A为对称埃尔米特（Hermite）矩阵，B为正定阵。'qz'表示使用QZ算法，其中A、B为非对称或非埃尔米特矩阵。


【例2-41】
 　求矩阵的广义特征值及广义特征向量。


    >>A = [1  100  10000; .01  1  100; .0001  .01  1];
    >>B=[1 2 7;3 9 12;7 9 5];
    >>[V,D]=eig(A,B)
    V =
      -1.0000    0.9112  -0.1885
      -0.0002  -1.0000  -1.0000
        0.0001    0.5243    0.0100
    D =
      1.0e+03 *
      -0.0000        0        0
            0    1.9927        0
            0        0    0.0000


3．部分特征值

在一些工程及物理问题中，通常只需要求出矩阵A的按模最大的特征值（称为A的主特征值）和相应的特征向量，这些求部分特征值问题可以利用eigs函数来实现。函数的调用格式如下。

d=eigs（A）：求矩阵A的6个最大特征值，并以向量d形式存放。

[V，D]=eigs（A）：求矩阵A的6个最大特征值，并返回部分对角矩阵D和以及部分特征向量V。

[V，D，flag]=eigs（A）：flag为返回的收敛标志，如果flag=0，即表示融合所有的特征值，否则，即不能融合所有的特征值。

[V，D，flag]=eigs（A，k）：返回矩阵A的k个最大特征值。

[V，D，flag]=eigs（A，k，sigma）：根据sigma的取值来求A的部分特征值，其中sigma的取值及说明如表2-12所示。

表2-12　sigma取值及说明



	sigma取值
	说明



	'lm'
	求按模最大的k个特征值



	'sm'
	求按模最小的k个特征值



	'la'
	对实对称问题k个最大特征值



	'sa'
	对实对称问题k个最小特征值



	'be'
	同时返回实对称问题k个最大及最小特征值



	'lr'
	对非实对称和复数问题求k个最大实部特征值



	'sr'
	对非实对称和复数问题求k个最小实部特征值



	'li'
	对非实对称和复数问题求k个最大虚部特征值



	'si'
	对非实对称和复数问题求k个最小虚部特征值




[V，D，flag]=eigs（A，K，sigma，opts）：opts为指定的结构体属性，默认值为｛｝。

[V，D，flag]=eigs（Afun，n，…）：根据sigma的取值来求由M文件Afun.m生成的矩阵A的n个最大模特值。


【例2-42】
 　求矩阵的按模最大与最小特征值。


    >>A=[1 3 -2 0;-5 7 12 -9;-2 0 3 6;1 1 0 1];
    >>dmax=eigs(A,1)    %求按模最大特征值
    dmax =
      4.0329 - 4.9181i
    >>[V,D]=eigs(A,1)
    V =
      -0.3596 - 0.3056i
        0.1488 - 0.8406i
        0.0169 + 0.0867i
      -0.1880 - 0.0731i
    D =
      4.0329 + 4.9181i
    >>dmin=eigs(A,1,'sm')  %求按模最小特征值
    dmin =
      -1.7818
    >>[V1,D1]=eigs(A,1,'sm')  %求按模最小特征值
    V1 =
      -0.7679
        0.3818
      -0.4953
        0.1388
    D1 =
      -1.7818


同eig函数一样，eigs函数也可用于求部分广义特征值。相应的调用格式如下。

[V，D]=eigs（A，B）：求矩阵广义特征值问题，满足AV=BVD，其中D为特征值对角阵，V为特征值向量矩阵，B必须是对称正定或埃尔米特矩阵。

[V，D，flag]=eigs（A，B，k）：求A、B对应的k最大广义特征值。

[V，D，flag]=eigs（A，B，k，sigma，opts）：根据sigma的取值来求k个相应广义特征值，sigma的取值如表2-12所示。opts为设置的结构属性。

[V，D，flag]=eigs（Afun，n，…）：求n个最大广义特征值，其中矩阵A由Afun.m生成。


【例2-43】
 　求两个矩阵的最大与最小的广义特征值及特征向量。


    >>clear all;
    A=[1 2 -3 4;0 -1 2 1;-2 0 3 5;1 0 1 1];
    B=[3 1 7 9;-3 6 2 13;4 -5 -7 19;2 3 1 7];
    [V1,D1]=eigs(A,B,2)
    V1 =
      -0.0933    0.7186
        0.6170    0.6257
      -0.7807    0.1342
        0.0338  -0.2722
    D1 =
      -0.7500        0
            0    0.3763
    >>[V2,D2]=eigs(A,B,2,'sm')
    V2 =
      -0.2876  -0.0288
        0.8883    0.6107
        0.3267  -0.0870
      -0.1465  -0.7866
    D2 =
      -0.0772        0
            0    0.2363



 2.5.2　Cholesky分解

Cholesky分解是专门针对对称正定矩阵的分解。设[image: ]
 是对称正定矩阵，A=RT
 R称为矩阵A的Cholesky分解，其中R∈Rn×n
 是一个具有正的对角元素的上三角矩阵，即
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这种分解是唯一存在的。

R=chol（A）：返回Cholesky分解因子R。

L=chol（A，'lower'）：把矩阵A分解为一个下三角矩阵。

R=chol（A，'upper'）：把矩阵A分解为一个上三角矩阵。

[R，p]=chol（A）：若A为正定矩阵，则p=0，R为分解因子；若A为非正定，则p为正整数，R为有序的上三角矩阵。

[L，p]=chol（A，'lower'）：若A为正定矩阵，则p=0，L为下三角矩阵；若A为非正定，则p为正整数，L为有序下三角矩阵。

[R，p]=chol（A，'upper'）：若A为正定矩阵，则p=0，R为上三角矩阵；若A为非正定，则p为正整数，L为有序上三角矩阵。

[R，p，S]=chol（A）：若A为稀疏矩阵，S为返回的转置矩阵。

[R，p，s]=chol（A，'vector'）：如果A为稀疏矩阵，则返回一个向量转换信息s，使得A（s，s）=R'*R。


【例2-44】
 　利用chol进行矩阵分解。


    >>A=gallery('moler',5)
    A =
        1    -1    -1    -1    -1
      -1    2      0      0      0
      -1    0      3      1      1
      -1    0      1      4      2
      -1    0      1      2      5
    >>C=chol(A)
    C =
        1    -1    -1    -1    -1
        0      1    -1    -1    -1
        0      0      1    -1    -1
        0      0      0      1    -1
        0      0      0      0      1
    >>isequal(C'*C,A)      %检验
    ans =
        1



 2.5.3　LU分解

高斯消去法又称为LU分解，将方阵A分解为下三角矩阵的转换矩阵L和上三角矩阵U的乘积，即满足A=L*U。在MATLAB中，提供了lu函数进行矩阵的LU分解。函数的调用格式如下。

[L，U] = lu（A）：对矩阵A进行LU分解，其中L为单位下三角矩阵或其变换形式，U为上三角矩阵。

[L，U，P] = lu（A）：其中L为单位下三角矩阵，U为上三角矩阵，P为置换矩阵，满足LU=PA。

[L，U，P，Q] = lu（A）：其中L为单位下三角矩阵，U为上三角矩阵，P为行重新排列矩阵，Q为列重新排列矩阵，满足P*A*Q = L*U。

[L，U，P，Q，R]=lu（A）：其中L为单位下三角矩阵，U为上三角矩阵，P，Q为置换矩阵，R为对角缩放矩阵，满足P*（R＼A）*Q = L*U。

Y=lu（A）：A为一个方阵，把上三角矩阵和下三角矩阵合并在矩阵Y中给出，矩阵Y的对角元素为上三角矩阵的对角元素，也即Y=L+U-I。置换矩阵P的信息丢失。

考虑线性方程组Ax=b，其中，矩阵A可以被LU分解，使得A=L．U，这样线性方程组就可以改写成L．U．x=b，由于左除运算符＼可以快速处理三角矩阵，因此可以快速解出：
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利用LU分解来计算行列式的值和矩阵的逆，其形式为：

det（A）=det（L）*det（U）

inv（A）=inv（U）*inv（L）


【例2-45】
 　进行LU分解。


    >>clear all;
    >>A=[2 4 5;8 9 6;1 3 5];
    >>[L1,U1]=lu(A)            %矩阵的LU分解
    L1 =
        0.2500    0.9333    1.0000
        1.0000        0        0
        0.1250    1.0000        0
    U1 =
        8.0000    9.0000    6.0000
            0    1.8750    4.2500
            0        0  -0.4667
    >>[L2,U2,P]=lu(A)
    L2 =
        1.0000        0        0
        0.1250    1.0000        0
        0.2500    0.9333    1.0000
    U2 =
        8.0000    9.0000    6.0000
            0    1.8750    4.2500
            0        0  -0.4667
    P =
        0    1    0
        0    0    1
        1    0    0
    >>Y1=lu(A)
    Y1 =
        8.0000    9.0000    6.0000
        0.1250    1.8750    4.2500
        0.2500    0.9333  -0.4667
    >>L1*U1  %验证
    ans =
        2    4    5
        8    9    6
        1    3    5
    >>Y2=L2+U2-eye(size(A))  %验证
    Y2 =
        8.0000    9.0000    6.0000
        0.1250    1.8750    4.2500
        0.2500    0.9333  -0.4667



注意：
 通过lu函数对矩阵进行分解时，L1
 为下三角形矩阵的转换矩阵，L2
 为下三角形矩阵，并进行原矩阵A=L1
 ．U1
 、Y2
 =L2
 +U2
 -eye（size（A））的验证。


 2.5.4　正交分解

矩阵的正交分解，又称为QR分解。QR分解将一个m×n的矩阵A分解为一个正交矩阵Q（大小为m×m）和一个上三角矩阵R（大小为m×n）的乘积，即A=Q*R。在MATLAB中，提供了qr函数用于实现QR分解。函数的调用格式如下。

[Q，R]=qr（A）：返回正交矩阵Q和上三角矩阵R，Q和R满足A=QR。若A为m×n矩阵，则Q为m×m矩阵，R为m×n矩阵。

[Q，R]=qr（A，0）：产生矩阵A的“经济型”分解，即若A为m×n矩阵，且m>n，则返回Q的前n列，R为n×n矩阵；否则该命令等价于[Q，R]=qr（A）。

[Q，R，E]=qr（A）：求得正交矩阵Q和上三角矩阵R，E为置换矩阵，使得R的对角线元素按绝对值大小降序排列，满足AE=QR。

[Q，R，E]=qr（A，0）或[Q，R，E]=qr（A，'matrix'）：产生矩阵A的“经济型”分解，E为置换矩阵，使得R的对角线元素按绝对值大小降序排列，且A（:，E）=Q*R。

R=qr（A）：对稀疏矩阵A进行分解，产生一个上三角矩阵R，R为A'A的Cholesky分解因子，即满足R'R=A'A。

R=qr（A，0）：对稀疏矩阵A的“经济型”分解。

[C，R]=qr（A，B）：此命令用来计算方程组Ax=b的最小二乘解。


【例2-46】
 　矩阵的QR分解。


    >>A=[2 4 5;8 9 6;1 3 5];
    >>[Q,R]=qr(A)
    Q =
      -0.2408    0.6424  -0.7276
      -0.9631  -0.2511    0.0970
      -0.1204    0.7241    0.6791
    R =
      -8.3066  -9.9920  -7.5843
            0    2.4818    5.3257
            0        0    0.3395
    >>[Q,R,E]=qr(A)
    Q =
      -0.3885    0.4889  -0.7811
      -0.8742  -0.4636    0.1446
      -0.2914    0.7390    0.6075
    R =
      -10.2956  -8.6444  -8.0617
            0    3.3576  -1.9921
            0          0    0.2025
    E =
        0    0    1
        1    0    0
        0    1    0
    >>[Q,R]=qr(A,0)
    Q =
      -0.2408    0.6424  -0.7276
      -0.9631  -0.2511    0.0970
      -0.1204    0.7241    0.6791
    R =
      -8.3066  -9.9920  -7.5843
            0    2.4818    5.3257
            0        0    0.3395
    >>R=qr(A)
    R =
      -8.3066  -9.9920  -7.5843
        0.7762    2.4818    5.3257
        0.0970  -0.3782    0.3395



 2.5.5　Schur分解

Schur分解是Schur于1909年提出的矩阵分解，这是一种典型的酉相似变换，这种变换的最大好处是能够保持数值稳定，因此在工程计算中也是重要的工具之一。

Schur分解的定义为：
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其中A必须是一个方阵，U为一个酉矩阵，S是一个块对角化矩阵，由对角线上的1×1和2×2块组成。特征值可以由矩阵S的对角块给出，而矩阵U给出比特征向量更多的数值特征。此外，对缺陷矩阵也可以进行Schur分解。在MATLAB中，提供了schur函数进行Schur分解，函数的调用格式如下。

T=schur（A）：返回Schur矩阵T，若A有复特征值，则相应的对角元以2×2的块矩阵形式给出。

T=schur（A，flag）：若A有复特征值，则flag=complex，否则flag=real。

[U，T]=schur（A，…）：返回酉矩阵U和Schur矩阵T。


【例2-47】
 　对矩阵进行Schur分解。


    >>clear all;
    >>A=pascal(5)
    A =
        1    1    1    1    1
        1    2    3    4    5
        1    3    6    10    15
        1    4    10    20    35
        1    5    15    35    70
    >>[U,S]=schur(A)
    U =
        0.1680  -0.5706  -0.7660    0.2429    0.0175
      -0.5517    0.5587  -0.3830    0.4808    0.0749
        0.7025    0.2529    0.1642    0.6110    0.2055
      -0.4071  -0.5179    0.4377    0.4130    0.4515
        0.0900    0.1734  -0.2189  -0.4074    0.8649
    S =
        0.0108        0        0        0        0
            0    0.1812        0        0        0
            0        0  1.0000        0        0
            0        0        0    5.5175        0
            0        0        0        0  92.2904
    >>U*S*U'-A  %验证
    ans =
      1.0e-13 *
            0    0.0044    0.0111    0.0133    0.0089
        0.0044    0.0089    0.0266    0.0178    0.0178
        0.0133    0.0266    0.0533    0.0711    0.0711
        0.0111    0.0178    0.0711    0.1421    0.1421
        0.0044    0.0178    0.0711    0.1421    0.2842



 2.5.6　奇异值分解

设A是M×N矩阵，AH
 A的特征值为λ1
 ≥λ2
 ≥…≥λr
 ≥λr+1
 =…=λn
 =0，则称σi
 [image: ]
 （i=1，2，…，r）为矩阵A的奇异值，r为A的秩。存在M阶酉矩阵U和N阶酉矩阵V，使得[image: ]
 ，其中[image: ]
 ，上式称为A的SVD分解（奇异值分解）。

在MATLAB中提供了svd函数实现奇异值分解。其调用格式如下。

s=svd（X）：返回矩阵X的奇异值向量s。

[U，S，V]=svd（X）：得到一个与X的维数相同的正交矩阵S，两个正定矩阵U与V。

[U，S，V]=svd（X，0）：返回m×n矩阵X的“经济型”奇异值分解。若m>n，则只计算出矩阵U的前n列，矩阵S为n×n矩阵，否则同[U，S，V]=svd（A）。

[U，S，V]=svd（X，'econ'）：也产生了一个“经济型”分解，如果X为m×n矩阵，且m>n，则等价于[U，S，V]=svd（X，0）；如果m<n，则只计算矩阵V的前m列，S为m×n矩阵。

矩阵的奇异值大小通常决定矩阵的形态，如果矩阵的奇异值变化特别大，则矩阵中某个元素有一个很小的变化就会严重影响到原矩阵的参数，又称其为病态矩阵。


【例2-48】
 　矩阵的奇异值分解。


    >>A=[1 1 2 3;3 4 4 5;6 3 4 8;2 1 4 1];
    >>[U,S,V]=svd(A)
    U =
      -0.2557  -0.0034    0.1715    0.9514
      -0.5444  -0.2315    0.7549  -0.2832
      -0.7555    0.4621  -0.4484  -0.1206
      -0.2597  -0.8561  -0.4469    0.0077
    S =
      14.6370        0        0        0
            0    3.0632        0        0
            0        0    1.8406        0
            0        0        0    0.9937
    V =
      -0.4742    0.1185  -0.6235  -0.6101
      -0.3388  -0.1302    0.7602  -0.5388
      -0.4611  -0.8188  -0.1186    0.3206
      -0.6691    0.5463    0.1387    0.4844


奇异值分解也是矩阵求解运算的基础，对矩阵A进行奇异值分解：s=svd（A），得到的向量s的非零元素的个数就是矩阵A的秩，例如：


    >>s=svd(A)
    s =
      14.6370
        3.0632
        1.8406
        0.9937
    >>rank(A)
    ans =
        4


可见矩阵的秩为4，用求秩运算rank（A）可以验证这一结果。


 2.5.7　海森伯格分解

如果矩阵H的第一子对角线（左上至右下的数归为主对角线，也叫第一子对角线）下元素都为0，则H（或其转置形式）称为上（下）海森伯格（Hessenberg）矩阵。这种矩阵在零元素所占比例及分布上都接近三角矩阵，虽然它在特征值等性质方面不如三角矩阵那样简单，但在实际应用中，应用相似变换将一个矩阵化为Hessenberg矩阵是可行的，而化为三角矩阵则不易实现；而且通过化为Hessenberg矩阵来处理矩阵计算问题能够大大节省计算量，因此在工程计算中，Hessenberg分解也是常用的工具之一。

在MATLAB中提供了hess函数实现Hessenberg分解。其调用格式如下。

H=hess（A）：返回矩阵A上的Hessenberg分解矩阵H。

[P，H]=hess（A）：返回一个上Hessenberg矩阵H及一个酉矩阵P，满足A=PHP且P'P=I。

[AA，BB，Q，Z]=hess（A，B）：对于方阵A，B，返回上Hessenberg矩阵H、上三角矩阵T及酉矩阵Q，U，使得QAU=H且QBU=T。


【例2-49】
 　矩阵的Hessenberg分解。


    >>clear all;
    A=[-149  -50  -154;537  180  546;-27  -9  -25];
    B=magic(3);
    [P,H]=hess(A)
    [AA,BB,Q,Z]=hess(A,B)
    P=
        1.0000        0        0
            0  -0.9987    0.0502
            0    0.0502    0.9987
    H=
    -149.0000  42.2037  -156.3165
    -537.6783  152.5511  -554.9272
            0    0.0728      2.4489
    AA=
      -32.9659  -33.8238    5.4378
      556.9670  590.1737  -89.1555
              0  -3.2409  -0.4803
    BB=
      -9.4340  -9.0938    4.7992
            0    5.1268  -2.9298
            0        0    7.4433
    Q=
      -0.8480  -0.3180  -0.4240
      -0.3177    0.9453  -0.0736
        0.4242    0.0723  -0.9027
    Z=
        1.0000        0        0
            0    0.1674  -0.9859
            0    0.9859    0.1674



 2.5.8　Jordan标准形

Jordan标准形在工程计算中，尤其是在控制理论中有着重要的作用，因此求一个矩阵的Jordan标准形就显得十分重要。

称ni
 阶矩阵
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为Jordan块。设J1
 ，J2
 ，…，Js
 为Jordan块，称准对角矩阵
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为Jordan标准形。所谓求矩阵A的Jordan标准形，即找非奇异矩阵P（不是唯一），使得P-1
 AP=J。

Jordan标准形之所以在实际中有着重要的作用，是因为它具有如下特点。

（1）其对角元即为矩阵A的特征值；

（2）对于给定特征值λi
 ，其对应Jordan块的个数等于λi
 的几何重复度；

（3）对于给定特征值λi
 ，所对应全体Jordan块的阶数之和等于λi
 的代数重复度。

在MATLAB中提供了Jordan函数用来将一个矩阵化为Jordan标准形。其调用格式如下。

J=Jordan（A）：求矩阵A的Jordan标准形，其中A为一已知的符号或数值矩阵。

[V，J]=Jordan（A）：返回Jordan标准形矩阵J与相似变换矩阵P，其中P的列向量为矩阵A的广义特征向量。其满足P＼A*P=J。


【例2-50】
 　利用Jordan函数实现矩阵的约当标准形。


    >>A = [1 -3 -2; -1  1 -1; 2 4 5]
    [V, J] = Jordan(A)
    A =
          1    -3    -2
        -1      1    -1
          2      4      5
    V =
        -1    1    -1
        -1    0      0
          2    0      1
    J =
        2    1    0
        0    2    0
        0    0    3
    >>V＼A*V  %验证
    ans =
        2    1    0
        0    2    0
        0    0    3



 2.6　稀疏矩阵及其操作

在许多问题中提到了含有大量0元素的矩阵，这样的矩阵称为稀疏矩阵。为了节省存储空间和计算时间，MATLAB考虑到矩阵的稀疏性，在对它进行运算时有特殊的函数。

一个稀疏矩阵中有许多元素等于0，这便于矩阵的计算和保存。如果MATLAB把一个矩阵当作稀疏矩阵，那么只需在m×3的矩阵中存储m个非0项。第1列是行下标，第2列是列下标，第3列是非0元素值，不必保存0元素。如果存储每个浮点数需要8B，存储每个下标需要4B，那么整个矩阵在内存中需要16×mB。

例如，在命令窗口中输入：


    A=eye(1000);      %得到一个1000×1000的单位矩阵
    B=speye(1000);    %得到一个1000×3的矩阵，每行包含行下标，列下标及元素本身


上述两条代码中，存储矩阵A需要8MB空间，而存储矩阵B只需要16KB的空间，它所需空间只是单位矩阵的0.2％，对于许多的广义矩阵也可这样来做。

前面介绍的算术运算和逻辑运算都适用于稀疏矩阵。而相对于普通矩阵来说，稀疏矩阵的计算速度更快，因为MATLAB只对非0元素进行操作，这是稀疏矩阵的第二个突出的优点。

稀疏矩阵大部分的元素是0，因此只需要存储非0元素的下标和元素值，这种特殊的存储方式可以节省大量的存储空间和不必要的运算。


 2.6.1　稀疏矩阵的存储方式

对于稀疏矩阵，MATLAB仅存储矩阵所有的非0元素的值及其位置（行号和列号）。显然，这对于具有大量0元素的稀疏矩阵来说是十分有效的。

设矩阵[image: ]
 是具有稀疏矩阵特征的矩阵，其完全存储方式是按列存储的全部12个元素：1，0，2，0，5，0，0，0，0，0，0，7。其稀疏存储方式为：（1，1），1，（3，1），2，（2，2），5，（3，4），7。

其中，括号内为元素的行列位置，后面为元素值。当矩阵非常“稀疏”时，会有效地节省存储空间。


 2.6.2　稀疏矩阵的创建

MATLAB提供了多种创建稀疏矩阵的方法。

（1）利用sparse函数从满矩阵转换得到稀疏矩阵。

（2）利用一些特定函数创建包括单位稀疏矩阵在内的特殊稀疏矩阵。

1．利用sparse函数创建一般稀疏矩阵

在MATLAB中，提供了sparse函数创建一般的稀疏矩阵，提供了full函数将稀疏矩阵S转换为一个满矩阵，它们的调用格式如下。

S=sparse（A）：将矩阵A转化为稀疏矩阵形式，即由A的非零元素和下标构成稀疏矩阵S。如果A本身为稀疏矩阵，则返回A本身。

S=sparse（m，n）：生成一个m×n的所有元素都是0的稀疏矩阵。

S=sparse（i，j，s）：生成一个由长度相同的向量i，j和s定义的稀疏矩阵S，其中i，j是整数向量，定义稀疏矩阵的元素位置（i，j），s是一个标量或与i，j长度相同的向量，表示在（i，j）位置上的元素。

S=sparse（i，j，s，m，n）：生成一个m×n的稀疏矩阵，（i，j）对应位置元素为s，m=max（i）且n=max（j）。

S=sparse（i，j，s，m，n，nzmax）：生成一个m×n的含有nzmax个非零元素的稀疏矩阵S，nzmax的值必须大于或者等于向量i和j的长度。

A=full（S）：把矩阵存储方式从任何一个存储形式转换为满矩阵形式。


【例2-51】
 　利用sparse创建稀疏矩阵，并将稀疏矩阵转换为满矩阵。


    >>clear
    >>s=sparse([1 2 3 4 5],[2 1 4 6 2],[10 3 -2 -5 1],10,12) %利用sparse创建一个稀疏矩阵
    s =
      (2,1)        3
      (1,2)      10
      (5,2)        1
      (3,4)      -2
      (4,6)      -5
    >>F=full(s)  %将稀疏矩阵转换为满矩阵
    F =
        0  10    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0
        3    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0  -2    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0  -5    0    0    0    0    0    0
        0    1    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0    0
    >>whos s F
      Name      Size            Bytes  Class    Attributes
      s        10x12              112  double    sparse
      F        10x12              960  double
    >>A=rand(16,9)>0.95
    A =
        0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    1    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    1    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    1    0
        0    0    1    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0
        1    0    0    1    0    0    0    0    0
        1    0    0    0    0    0    0    1    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0
        1    0    0    0    0    0    0    0    0
        1    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0
        0    0    0    0    0    0    0    0    0
    >>S=sparse(A)  %将满矩阵转换为稀疏矩阵
    S =
      (9,1)        1
      (10,1)        1
      (12,1)        1
      (13,1)        1
      (4,2)        1
      (7,3)        1
      (9,4)        1
      (2,5)        1
      (6,8)        1
      (10,8)        1
    >>whos S A
      Name      Size            Bytes  Class      Attributes
      A        16x9              144  logical
      S        16x9              90  logical    sparse


2．利用特定函数建立稀疏矩阵

在MATLAB中，除了sparse函数外，还提供了一些函数来创建特殊的稀疏矩阵，如表2-13所示。

表2-13　创建特殊稀疏矩阵的函数



	函数
	说明



	S=speye（m，n）
	创建单位稀疏矩阵



	S=spones（X）
	创建非零元素为1的稀疏矩阵



	S=sprand（X）
	创建非零元素为均匀分布的随机数的稀疏矩阵



	S=sprandn（X）
	创建非零元素为高斯分布的随机数的稀疏矩阵



	S=sprandsym（X）
	创建非零元素为高斯分布的随机数的对称稀疏矩阵



	S=spdiags（X）
	创建对角稀疏矩阵



	S=spalloc（X）
	为稀疏矩阵分配空间





【例2-52】
 　利用特殊函数创建特殊稀疏矩阵。


    >>clear all;
    >>A=speye(5)          %5阶单位稀疏矩阵
    A =
      (1,1)        1
      (2,2)        1
      (3,3)        1
      (4,4)        1
      (5,5)        1
    >>s=sprandsym(5,0.1)  %建立非零元素为随机数的对称稀疏矩阵
    s =
      (2,1)      -2.0122
      (1,2)      -2.0122
    >>B=spones(s)  %建立非零元素为随机数的对称稀疏矩阵
    B =
      (2,1)        1
      (1,2)        1
    >>m=magic(5);
    >>spdiags(m)
    ans =
      11    10    4    23    17    0    0    0    0
        0    18  12    6    5    24    0    0    0
        0    0  25    19    13    7    1    0    0
        0    0    0    2    21    20  14    8    0
        0    0    0    0    9    3  22  16  15
    >>sprandn(magic(3))
    ans =
      (1,1)        0.3335
      (2,1)        0.3914
      (3,1)        0.4517
      (1,2)      -0.1303
      (2,2)        0.1837
      (3,2)      -0.4762
      (1,3)        0.8620
      (2,3)      -1.3617
      (3,3)        0.4550



 2.6.3　稀疏矩阵的操作

由于稀疏矩阵的维度一般比较大，直接查看系数矩阵不利于用户查看系统矩阵的信息，为此MATLAB提供了查看稀疏矩阵定量信息和图形化信息的函数，主要用来查看稀疏矩阵的非零元素信息和图形化稀疏矩阵信息。

1．nnz函数

该函数用于返回稀疏矩阵中所有非零元素存储单元的个数。其调用格式如下。

n=nnz（X）：返回矩阵X中分配给稀疏矩阵中所有非零元素存储单元的个数。

2．nonzeros函数

该函数用于返回一个包含所有非零元素的列向量。其调用格式如下。

s=nonzeros（A）：返回矩阵A中非零元素按列顺序构成的列向量。

3．nzmax函数

该函数用于返回稀疏矩阵中所有非零元素存储单元的个数。其调用格式如下。

n=nzmax（S）：返回矩阵S中分配给稀疏矩阵中所有非零元素存储单元的个数。

4．spy函数

MATLAB提供了查看稀疏矩阵的图形化命令spy，其调用格式如下。

（1）spy（S）：画出稀疏矩阵S中非零元素的分布图形，S可以为全元素矩阵。

（2）spy（S，markersize）：画出稀疏矩阵S中非零元素的分布图形，markersize为整数，指定点阵大小。

（3）spy（S，'LineSpec'）：画出稀疏矩阵S中非零元素的分布图形，LineSpec为指定绘图标记和颜色。

（4）spy（S，'LineSpec'，markersize）：画出稀疏矩阵S中非零元素的分布图形，LineSpec为指定绘图标记和颜色，markersize为指定点阵的大小。


【例2-53】
 　查看稀疏矩阵的信息实例。


    >>A=[1 5 0 0 0;0 0 2 1 0;0 0 0 0 3;0 7 8 5 0];
    >>S=sparse(A);
    >>n1=nnz(S)        %非零元素的个数
    n1 =
        8
    >>n2=nonzeros(S)  %非零元素的值
    n2 =
        1
        5
        7
        2
        8
        1
        5
        3
    >>n3=nzmax(S)  %非零元素的存储空间
    n3 =
        8
    >>spy(S)  %以图形形式显示稀疏矩阵，效果如图2-1所示。


[image: ]
图2-1　稀疏矩阵图形显示效果





第3章　程序结构与可视化

MATLAB为工程技术人员、科研工作者提供了方便、强大的数值计算功能，这也是MATLAB得以流行的重要因素。用户在利用MATLAB解决实际问题时，首先将该问题转化为数学问题，然后将相应的数学求解过程翻译为MATLAB程序代码。同其他计算机语言（如C、C++、Java等）不同的是，MATLAB语言是一种边解释边执行的程序语言，其风格更像是一种数学语言。

视觉是人们感受世界，认识自然最重要的途径之一。图形作为一种视觉对象，可以把很多复杂抽象的事物或结果直观地显示出来。通过图形，可以从一些杂乱的数据中观察到数据间的内在关系，感受由图形所传递的内在本质，从而为分析和判断提供重要的依据。MATLAB软件非常注重数据的图形表示，不断地采用新技术改进和完善其可视化功能，图形绘制也因此成为MATLAB的特色之一。


 3.1　MATLAB编程原则

MATLAB程序的基本设计原则如下所述。

（1）百分号“％”后面的内容为程序的注释，要善于运用注释使程序更具可读性。

（2）养成在主程序开头用clear指令清除变量的习惯，以消除工作空间中其他变量对程序运行的影响，但注意在子程序中不要用clear。

（3）参数值要集中放在程序的开头部分，以便维护。要充分利用MATLAB工具箱提供的指令来执行所要进行的运算，在语句行之后输入分号使其及中间结果不显示在屏幕上，以提高运行速度。

（4）input函数可以用来输入一些临时的数据；而对于大量参数，则通过建立一个存储参数的子程序，在主程序中通过子程序的名称来调用。

（5）程序尽量模块化，即采用主程序调用子程序的方法，将所有子程序合并在一起来执行全部的操作。

（6）充分利用Debugger来进行程序的调试（设置断点、单步执行、连续执行），并利用其他工具箱或图形用户界面（GUI）的设计技巧，将设计结果集成到一起。

（7）设置好MATLAB的工作路径，以便程序的调用。

MATLAB程序的基本组成结构如下所示。


    %说明
    清除命令： 清除workspace中的变量和图形(clear,close)
    定义变量： 包括全局变量的声明及参数值的设定
    逐行执行命令： 指MATLAB提供的运算指令或工具箱提供的专用函数
    …
    …
    …
    控制循环： 包括for、if then、switch、while等语句
    逐行执行命令
    …
    …
    end
    绘图命令： 将运算结果绘制出来


当然，更复杂的程序还需要调用子程序，或与其他应用程序相结合。


 3.2　M文件

M文件是包含MATLAB代码的文件。

1．M文件的类型

M文件按其内容和功能可以分为脚本M文件和函数M文件两大类。

1）脚本M文件

脚本M文件是许多MATLAB代码按顺序组成的命令序列集合，不接受参数的输入和输出，与MATLAB工作空间共享变量空间。

它一般用来实现一个相对独立的功能，比如对某个数据集进行某种分析、绘图，求解某个已知条件下的微分方程等。用户可以通过在命令窗口中直接输入文件名来运行脚本M文件。

通过脚本M文件，用户可以把为实现一个具体功能的一系列MATLAB代码书写在一个M文件中，每次只需要输入文件名即可运行脚本M文件中的所有代码。

2）函数M文件

函数M文件也是为了实现一个单独功能的代码块，但与脚本M文件不同的是函数M文件需要接受参数输入和输出，函数M文件中的代码一般只处理输入参数传递的数据，并把处理结果作为函数输出参数返回给MATLAB工作空间中的指定接收变量。

因此，函数M文件具有独立的内部变量空间。在执行函数M文件时，要指定输入参数的实际取值，而且一般要指定接收输出结果的工作空间变量。

MATLAB提供的许多函数就是用函数M文件编写的，尤其是各种工具箱中的函数，用户可以打开这些M文件来查看。实际上，对于特殊应用领域的用户，如果积累充分的专业领域应用的函数，就可以组建自己的专业领域工具箱了。

通过函数M文件，用户可以把实现一个抽象功能的MATLAB代码封装成一个函数接口，在以后的应用中重复调用。

2．M文件的结构

与主程序文件不同的另一类M文件就是函数文件。它与主程序文件的主要区别有以下三点。

（1）由function起头，后跟的函数名必须与文件名相同。

（2）有输入输出变元（变量），可进行变量传递。

（3）除非用global声明，程序中的变量均为局部变量，不保存在工作空间中。

通常，函数文件由以下5部分构成。

（1）函数定义行；

（2）H1行；

（3）函数帮助文本；

（4）函数体；

（5）注释。

下面以MATLAB的函数文件mean.m为例，来说明函数文件的各个部分。在命令窗口中输入：


    >>type mean


屏幕将显示函数文件mean.m的内容为：


    function y = mean(x,dim)        %函数定义行
    %MEAN  Average or mean value.  %H1行
    %  For vectors, MEAN(X) is the mean value of the elements in X. For %函数帮助文档
    %  matrices, MEAN(X) is a row vector containing the mean value of
    %  each column.  For N-D arrays, MEAN(X) is the mean value of the
    %  elements along the first non-singleton dimension of X.
    %
    %  MEAN(X,DIM) takes the mean along the dimension DIM of X.
    %
    %  Example: If X = [0 1 2
    %                    3 4 5]
    %
    %  then mean(X,1) is [1.5 2.5 3.5] and mean(X,2) is [1
    %                                                    4]
    %
    %  Class support for input X:
    %      float: double, single
    %
    %  See also MEDIAN, STD, MIN, MAX, VAR, COV, MODE.
    %  Copyright 1984-2005 The MathWorks, Inc.
    %  $Revision:5.17.4.3 $  $Date: 2005/05/31 16:30:46 $
    if nargin==1,  %函数主体
      % Determine which dimension SUM will  %%注释
      dim = min(find(size(x)~=1));
      if isempty(dim), dim = 1; end
      y = sum(x)/size(x,dim);
    else
      y = sum(x,dim)/size(x,dim);
    end


1）函数定义行：function y=mean（x，dim）

function为函数定义的关键字，mean为函数名，y为输出变量，x和dim为输入变量。


注意：
 当函数具有多个输出变量时，则以方括号括起；当函数具有多个输入变量时，则直接用圆括号括起，例如：function [x，y，z]=sphere（theta，phi，rho）。当函数不含输出变量时，则直接略去输出部分或采用空方括号表示，例如：function printresults（x）；function []=printresults（x）。

所有在函数中使用和生成的变量都为局部变量（除非利用global语句定义），这些变量值只能通过输入和输出变量进行传递。例如，变量y是函数mean的局部变量，当mean.m文件执行完毕后，这些变量值会自动消失，不会保存在工作空间中。如果在该文件执行前，工作空间中已经有同名的变量，系统会把两者看作各自无关的变量，不会混淆。这样，调用子程序时就不必考虑其中的变量与程序变量冲突的问题了。如果希望把两者看成同一变量，则必须在主程序和子程序中都加入global语句，对此共同变量做出说明。

给输入变量x赋值时，应把x变换成主程序中的已知变量，假如它是一个已知向量或矩阵Z，可写成mean（Z），该变量Z通过变量替换传递给mean函数后，在子程序内，它就变成了局部变量x。

2）H1行：％MEAN　Average or mean value

在函数文件中，其第二行一般是注释行，这一行称为H1行，实际上它是帮助文本中的第一行。H1行不仅可以由“help函数文件名”命令显示，而且，lookfor命令只在H1行内搜索，因此这一行内容提供了这个函数的重要信息。

3）函数帮助文本

这一部分内容是从H1行开始到第一个非％开头行结束的帮助文本，它用来比较详细地说明这一函数。当在MATLAB命令窗口下执行“help函数文件名”时，可显示出H1行和函数帮助文本。

4）函数体

函数体是完成指定功能的语句实体，它可采用任何可用的MATLAB命令，包括MATLAB提供的函数和用户自己设计的M函数。

5）注释

注释行是以％开头的行，它可出现在函数的任意位置，也可以加在语句行之后，以便对本行进行注释。

在函数文件中，除了函数定义行和函数体之外，其他部分都是可以省略的，不是必须有的。但作为一个函数，为了提高函数的可用性，应加上H1行和函数帮助文本；为了提高函数的可读性，就加上适当的注释。

下面的例子是多输入变量函数logspace，用于生成等比的数组，其程序如下。


    function y=logspace(a1,a2,n)
    % logspace对数的均分数组
    % logspace(a1,a2)在10^a1与10^a2之间生成长度为50的对数数组
    %如果a2为pi,则这些点在10^a1和pi之间
    % logspace(a1,a2,n)的数组长度为n
    if nargin==2  %输入变量分析及n的默认值设置
        n=50;
    end;
    if a2==pi  %a2为pi时的设置
        a2=log10(pi);
    end
    y=(10).^[a1+(0:n-2)*(a2-a1)/(n-1),a2];  %将结果返回到输出变量


在本例中使用了特定变量nargin表示输入变量的数目。当只有两个输入变量时，它默认地设定n=50。nargin和表示输出变量数目的变量nargout是很有用的，它们是MATLAB的永久变量，常常根据nargin和nargout的数目不同而调用不同的程序段，从而体现它的智能作用。

3．脚本文件

MATLAB指令类似于DOS命令，而脚本文件类似DOS系统中的．bat批处理文件。即脚本文件是一连串MATLAB指令，可以将烦琐的计算或操作放在一个M文件中，每当调用这一连串指令时，只需要输入M文件名即可，从而简化了操作。

脚本与MATLAB会话共享基本工作空间。它们主要是操作工作空间中的数据，也可以在工作空间中产生新的数据，继续进行下一步的运算。


【例3-1】
 　建立一个命令文件，将变量a和b的值互换。


    >>clear all;
    a=1:9;
    b=[11 12 13;14 15 16;17 18 19];
    c=a;a=b;
    b=c;
    a,b


然后保存文件名，命名为m3_1.m，即完成文件的建立。

在MATLAB命令窗口中输入“m3_1”，将会执行该命令文件。


    >>m3_1
    a =
        11    12    13
        14    15    16
        17    18    19
    b =
        1    2    3    4    5    6    7    8    9


编写好的脚本文件，相当于MATLAB提供的命令，可以用命令进行函数调用。但要注意，要求被调用的函数对应的.m文件必须在MATLAB搜索路径下。


 3.3　变量的检测、传递

在编写程序的时候，参数传递一直是一个非常重要的问题。MATLAB提供多种函数来实现变量的检测、传递。例如，nargin和nargout函数用来检测输入输出变量的个数，varargin和varargout函数可以用来实现可变长度变量的输入输出等。

1．输入输出变量检测

主要的输入输出参量检测函数如表3-1所示。

表3-1　输入输出参量检测函数



	函数
	说明



	nargin
	在函数体内，用于获取实际输入参量



	nargout
	在函数体内，用于获取实际输出参量



	nargint（'fun'）
	获取fun指定函数的标称输入参量数



	nargout（'fun'）
	获取fun指定函数的标称输出参量数



	inputname（n）
	在函数体内使用，给出第n个输入参量的实际调用变量名




在函数体内使用nargin、nargout的目的是与程序流程控制命令配合，对于不同数目的输入输出参量数，函数完成不同的任务。


【例3-2】
 　不同的输入参数。


    function y=minfun(a,b,c)
    %计算标量或向量的最小值
    if nargin==0
        y=0;
        disp('请输入参数！');
        return;
    elseif nargin==1
        b=0;
        c=0;
    elseif nargin==2
        c=0;
    end
    s1=min(a);
    s2=min(b);
    s3=min(c);
    y=min([s1,s2,s3]);


在该函数中，最多可以有三个输入参数，也可以没有输入参数。如果没有输入参数，则输出结果为NaN，并显示提示信息“请输入参数！”；如果只有一个输入参数，则b=0，c=0，然后计算最大值；如果有两个输入参数，则c=0，然后计算最大值；如果有三个输入参数，则计算这三个数的最大值。

在命令窗口中执行不同输入参数命令，效果如下。


    >>clear all;
    >>a=[-2 1 4 7];b=[0 -9 5];c=[3 9 12;4 2 -14];
    >>minfun(a)          %一个输入参数
    ans =
        -2
    >>minfun(a,b)    %两个输入参数
    ans =
        -9
    >>minfun(a,b,c)  %三个输入参数
    ans =
      -14


2．varargin和varargout

varargin和varargout函数用于实现可变长度变量的输入输出。函数的调用格式如下。

function[y1
 ，y2
 ]=example（a，b，varargin）：表示函数example可以接受大于或等于两个输入参数，返回两个输出参数，两个必选的输入参数是a和b，其他更多的输入参数被封装在varargin中。

function[y1
 ，y2
 ，varargout]=example（x，y）：表示函数example接受两个输入参数x和y，返回大于等于2的输出参数，前两个输出参数为y1
 和y2
 ，其他更多的输出参数封装在varargout中。


【例3-3】
 　定义一个名为varlist.m的函数，该函数接受可变数量的输入，并显示每个输入值。


    function varlist(varargin)
    fprintf('Number of arguments: %d＼n',nargin);
    celldisp(varargin)


输入不同参数，调用varlist函数，结果如下。


    >>varlist(ones(3))                %一个输入参数
    Number of arguments: 1
    varargin{1} =
        1    1    1
        1    1    1
        1    1    1
    >>varlist(ones(3),'some text')  %两个输入参数
    Number of arguments: 2
    varargin{1} =
        1    1    1
        1    1    1
        1    1    1
    varargin{2} =
    some text
    >>varlist(ones(3))
    Number of arguments: 1
    varargin{1} =
        1    1    1
        1    1    1
        1    1    1
    >>varlist(ones(3),'some text',pi)  %三个输入参数
    Number of arguments: 3
    varargin{1} =
        1    1    1
        1    1    1
        1    1    1
    varargin{2} =
    some text
    varargin{3} =
        3.1416



 3.4　程序流程控制

和各种常见的高级语言一样，MATLAB也提供了多种经典的程序控制语句。MATLAB中的程序流程控制语句有顺序结构语句、分支控制语句（if结构和switch结构）、循环控制语句（for循环、while循环、continue语句和break语句）和程序终止语句（return语句）等。


 3.4.1　顺序结构语句

顺序结构是MATLAB程序中最基本的结构，表示程序中的各操作是按照它们出现的先后顺序执行的。顺序结构可以独立使用构成一个简单的完整程序，常见的输入、计算、输出三部曲的程序就是顺序结构。在大多数情况下，顺序结构作为程序的一部分，与其他结构一起构成一个复杂的程序。


【例3-4】
 　绘制以a为横轴、b为纵轴的图形。


    >>clear all;
    a=[15 21 26 32 38];            %定义变量a
    b=[99.5 100 100.6 101.2 103.1];  %定义变量b
    figure;
    plot(a,b);  %以a为横轴，b为纵轴
    hold on;
    plot(a,b,'ro');  %用红色"o"画出相关的点


运行程序，效果如图3-1所示。

[image: ]
图3-1　简单的二维图形




 3.4.2　分支控制语句

分支语句可以使程序中的一段代码只在满足一定条件时才执行，因此也称为分支选择。MATLAB中分支语句有两类：if语句和switch语句。

（1）if与else或elseif连用，偏向于是非选择，当某个逻辑条件满足时执行if后的语句，否则执行else语句。

（2）switch和case、otherwise连用，偏向于情况的列举，当表达式结果为某个或某些值时，执行特定case指定的语句段，否则执行otherwise语句。

1．if结构

if结构的语法格式为：


    if expression
        statements
    elseif expression
        statements
    else
        statements
    end


其中，elseif和else语句都是可选语句。if、elseif和else构成的各项分支里面，哪个条件满足（表达式expression的结果为真），就执行哪个分支后面紧跟的程序语句。因此，各个分支条件满足的情况应该是互斥的和完全的，就是被选的条件在一个分支中成立，而且只能在一个分支中成立。

当然，省略了elseif和else分支的语句，就不必要求分支条件满足的情况具备完全性了。

if结构中的条件判断除可以用逻辑表达式外，还可以用数组A，这时判断相当于逻辑表达式all（A），即当数组A的所有元素都为非0值时，才执行该条件后的分支代码。

特别地，当数组A为空数组时，相当于该条件判断为假。


【例3-5】
 　利用if-elseif-else语句遍历一个矩阵。


    >>clear all;
    nrows = 4;
    ncols = 6;
    A = ones(nrows,ncols);
    %满足条件即输出-1、1或2，否则输出为0
    for c = 1:ncols
        for r = 1:nrows
            if r == c
                A(r,c) = 2;
            elseif abs(r-c) == 1
                A(r,c) = -1;
            else
                A(r,c) = 0;
            end
        end
    end
    A


运行程序，输出如下。


    A =
          2    -1      0      0      0    0
        -1      2    -1      0      0    0
          0    -1      2    -1      0    0
          0      0    -1      2    -1    0



【例3-6】
 　判断随机输入的一个年份是否为闰年。


    >>clear all;
    a=input('输入一个年份： ');
    %如果年份不能被4整除，则不是闰年
    if mod(a,4)~=0
        leap=0;
        %如果年份可以被4整除，而且不能被100整除，则是闰年
    elseif mod(a,100)~=0
        leap=1;
        %如果年份可以被4整除，并能被100整除，而且能被400整除，则是闰年
    elseif mod(a,400)==0
        leap=1;
        %如果年份可以被4整除，并能被100整除，且不能被400整除，则不是闰年
    else leap=0;
    end
    if leap==1
        disp(strcat(num2str(a),'是闰年!!!'));
    else
        disp(strcat(num2str(a),'不是闰年!!!'));
    end


运行程序，输入一个年份，输出结果如下。


    输入一个年份: 2015
    2015不是闰年!!!


2．switch结构

switch结构的语法格式为：


    switch switch_expression
      case case_expression
          statements
      case case_expression
          statements
        …
      otherwise
          statements
    end


执行中，先计算表达式switch_expression的值，当结果等于某个case的case_expression时，就执行该case紧随的语句statements。如果所有case的case_expression计算结果不相等，则执行otherwise紧随的语句statements。

otherwise语句是可选的，当没有otherwise语句时，如果所有case的case_expression都和switch_expression计算结果不相等，则跳过switch-case语句段，直接执行后续代码。

相等的意义，对于数值类型来说，相当于判断“if result==value”，对于字符串类型来说，相当于判断“if strcmp（result，value）”。

由此可见，switch-case语句实际上可以被if-elseif-else语句等效替换，不过两种结构各有优势。

MATLAB中的switch-case结构，只执行表达式结构匹配的第一个case分支，然后就跳出switch-case结构。因此，在每一个case语句中不需要用break语句跳出。

在一条case语句后可以列举多个值，只需要以单元数组的形式列举多个值，就是用花括号把用逗号或空格分隔的多个值括起来即可。


【例3-7】
 　利用switch-case语句判断一个数据的输入。


    >>clear all;
    mynumber = input('Enter a number:');
    switch mynumber
        case -1
            disp('negative one');
        case 0
            disp('zero');
        case 1
            disp('positive one');
        otherwise
            disp('other value');
    end


运行程序，输出如下。


    Enter a number:5
    other value



【例3-8】
 　编写转换成绩等级的函数文件，考试成绩在[80，100]分数段的显示优秀，在[70，80）分数段显示良好，[60，70）分数段显示及格，[0，60）分数段显示不及格。


    function  result=cj(x)
    %将成绩除以10后取整
        n=fix(x/10);
            switch n
            case {8,9,10}
                disp('优秀');
            case 7
                disp('良好');
            case 6
                disp('及格');
            otherwise
                disp('不及格');
        end


保存程序，命名为cj.m。

在MATLAB命令窗口中输入：


    >>cj(95)
    优秀
    >>cj(81)
    优秀
    >>cj(61)
    及格
    >>cj(33)
    不及格



 3.4.3　循环控制语句

循环控制语句能够使得某段程序代码多次重复执行，MATLAB中提供了两类循环语句，分别是for循环和while循环。

（1）for循环一般用于已知循环执行次数的情况；

（2）while循环则用在已知循环退出条件的情况。

MATLAB还提供了continue语句和break语句，用于更精细地控制循环结构。

1．for循环

for循环用于知道循环次数的情况，其语法格式为：


    for index =start:increment:end
      statements
    end


index为循环变量，increment为增量，end用于判断循环是否应该终止。增量increment默认值为1，可以自由设置；当增量为正数时，循环开始先将index赋值为start，然后判断index是否小于等于end。如果是，则执行循环语句，执行完后，对index累加一个增量increment；再判断index是否小于等于end，如果是，则继续执行循环语句，继续对index累加，循环往复，直到index大于end时退出循环。

增量increment也可以设置为负整数，表示每次循环执行后对循环变量index进行增减，当index小于end时，退出循环。

MATLAB中，循环执行效率很低，提高程序效率的一个办法就是多采用数组结构和MATLAB内联函数。

for循环中的循环变量index也可以赋值为数组A，那么在第一次循环中index就被赋值为A（:，1），即A的第一列元素，第二次循环index被赋值为A（:，2），以此类推；如果A有n列元素，则循环执行n次，第n次循环时，循环变量index被赋值为A（:，n）。


【例3-9】
 　利用for循环创建一个7阶矩阵。


    >>clear all;
    s = 7;
    H = zeros(s);
    for c = 1:s
        for r = 1:s
            H(r,c) = 1/(r+c-1);
        end
    end
    H


运行程序，输出如下。


    H =
        1.0000    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429
        0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250
        0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111
        0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111    0.1000
        0.2000    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111    0.1000    0.0909
        0.1667    0.1429    0.1250    0.1111    0.1000    0.0909    0.0833
        0.1429    0.1250    0.1111    0.1000    0.0909    0.0833    0.0769



【例3-10】
 　设[image: ]
 。求函数f（x）在[a，b]上的定积分，其几何意义就是求曲线y=f（x）与直线x=a、x=b，y=0所围成的曲边梯形的面积。为了求得曲边梯形面积，先将积分区间[a，b]分成n等份，每个区间的宽度为h=（b-a）/n，对应地将曲边梯形分成n等份，每个小部分即是一个小曲边梯形。近似求出每个小曲边梯形面积，然后将n个小曲边梯形的面积加起来，就得到总面积，即定积分的近似值。近似地求每个小曲边梯形的面积，常用的方法有：矩形法、梯形法以及辛普森法则等。

以梯形法为例，程序代码如下。


    >>clear all;
    a=0;  b=3*pi;
    n=1000; h=(b-a)/n;
    x=a;  s=0;
    f0=exp(-0.5*x)*sin(x+pi/6);
    for i=1:n
        x=x+h;
        f1=exp(-0.5*x)*sin(x+pi/6);
        s=s+(f0+f1)*h/2;
        f0=f1;
    end
    s


运行程序输出如下。


    s =
        0.9008


上述程序来源于传统的编程思想。也可以利用向量运算，从而使得程序更加简洁，更有MATLAB的特点。其源程序如下。


    >>clear all;
    a=0;  b=3*pi;
    n=1000; h=(b-a)/n;
    x=a:h:b;
    f=exp(-1.5*x).*cos(x+pi/5);
    for i=1:n
        s(i)=(f(i)+f(i+1))*h/2;
    end
    s=sum(s)
    s =
        0.1925


程序中x、f、s均为向量，f的元素为各个x点的函数值，s的元素分别为n个梯形的面积，s各元素之和即定积分近似值。

2．while循环

while循环用于已知循环退出条件的情况，其语法格式为：


    while expression
        statements
    end


当表达式expression的结果为真时，就执行循环语句，直到表达式expression的结果为假时，才退出循环。

如果表达式expression是一个数组A，则相当于判断all（A）。特别地，空数组则被当作逻辑假，循环停止。


【例3-11】
 　利用while循环结构求方程x3
 -2x-5的解。


    >>clear all;
    a = 0; fa = -Inf;
    b = 3; fb = Inf;
    while b-a > eps*b
      x = (a+b)/2;
      fx = x^3-2*x-5;
      if fx == 0
          break
      elseif sign(fx) == sign(fa)
          a = x; fa = fx;
      else
          b = x; fb = fx;
      end
    end
    disp('方程的解为:')
    disp(x)


运行程序，输出如下。

方程的解为：


        2.0946



【例3-12】
 　求解圆周率π的近似值，使用常用公式之一π≈4×（1-1/3+1/5-1/7+1/9…），直到最后一项的绝对值小于10-7
 为止。


    >>clear all;
    t=1;                    %变量t表示计算式括号中的各项
    pi=0;          %pi代表圆周率，首先置0
    n=1;            %n为表示分母的变量
    s=1;            %变量s做正负数的改变
    %使用while循环语句
    while abs(t)>=1e-7    %当t的绝对值小于10的负7次方时，结束循环执行条件
        pi=pi+t;    %循环体
        n=n+2;
        s=-s;
        t=s/n;
    end              %结束循环
    pi=4*pi;          %计算最终圆周率计算结果
    fprintf('pi=%f＼n',pi);  %输出计算结果


运行程序，输出如下。


    pi=3.141592


3．continue语句

continue语句在循环中，表示当前次循环不再继续向下执行，而是直接对循环变量进行递增，进入下一次循环。


【例3-13】
 　使用continue语句编写代码，输出0～40之间能被3整除的数。


    >>clear all;
    %输出0~40之间能被3整除的数
    disp('能整除3的数为: ')
    for n=0:40
        if mod(n,3)~=0          %当n不能被3整除时，跳出if语句
            continue
        end
        disp(n);
    end


运行程序，输出如下。


    能整除3的数为: 
        0
        3
        6
        9
        12
        15
        18
        21
        24
        27
        30
        33
        36
        39



注意：
 continue语句只结束本次循环，而非结束所有循环。

4．break语句

break命令可以使包含break的最内层的for或while语句强制终止，立即跳出该结构，执行end后面的语句。break命令一般与if结构结合使用。


【例3-14】
 　求解经典的鸡兔同笼问题，在笼子中有头38个，有脚108只，求鸡兔各几只。


    >>clear all;
    i=1;
    while i>0
        if rem(108-i*2,4)==0&(i+(108-i*2)/4)==38;
            break;
        end
        i=i+1;
        n1=i;
        n2=(108-2*i)/4;
    end
    fprintf('鸡的个数为%d.＼n',n1);
    fprintf('兔子的个数为%d.＼n',n2);


运行程序，输出如下。


    鸡的个数为22.
    兔子的个数为16.



注意：
 break语句用于结束所有循环。


 3.4.4　终止控制语句

一般程序代码都是按流程执行完毕后正常退出的，但当遇到某些特殊情况，程序需要立即退出时，就可以用return语句提前终止程序运行。


【例3-15】
 　return语句使用实例。


    >>clear all
    n=-2;
    %n小于0时退出程序
    if n<0
        disp('negative number!');
        return;
    end
    disp('codon after return')


运行程序，输出如下。


　　negative number!


如去掉其中的return语句，则运行结果变为：


        negative number!
    codon after return



 3.4.5　错误控制语句

在程序设计中，有时候会遇到不能确定某段代码是否会出现运行错误的情况，这时候就可以使用错误控制结构了。MATLAB提供了try-catch结构用来捕获和处理错误。其调用格式为：


    try
      statements
    catch exception
      statements
    end


程序运行时，首先尝试执行try语句后面的代码段，如果try和catch之间的代码执行没有错误发生，则程序通过，不执行catch和end之间的部分，而是继续执行end后面的代码。一旦try和catch之间的代码执行发生错误，则立刻转而执行catch和end之间的部分，然后才继续执行end后的代码，MATLAB提供了lasterr函数，可以获得出错的原因。


【例3-16】
 　编程代码，实现矩阵转置、加和及两个矩阵的加及乘。


    >>clear all;
    A=input('请输入矩阵A: ');
    B=input('请输入矩阵B: ');
    try
        A',A+A,A+B,A*B
    catch
        disp('there is error:')
    end
    disp(lasterr)


在命令窗口中输入：


    请输入矩阵A: [3 9 7 8;11 0 9 2];
    请输入矩阵B: [1 4 7;2 5 8;3 6 9];
    ans =
        3    11
        9    0
        7    9
        8    2
    ans =
        6    18    14    16
        22    0    18    4
    there is error:
    Error using ==> plus
    Matrix dimensions must agree.


try与catch之间的前两个表达式没有错误，返回正确的结果，第三个表达式A+B，矩阵的大小不匹配，因此不执行第四个表达式A*B，而执行catch后的表达式，显示有一个错误信息发生。catch语句自动将错误信息传递给变量lasterr，结果中的最后两行为执行时的错误信息。


 3.5　可视化

MATLAB不仅具有强大的数值运算功能，还有强大的绘图功能，能够将数据方便地以二维、三维或四维的图形可视化，并且能够设置图形的颜色、线性、视觉角度等。应用MATLAB，除了能绘制一般的曲线图、条形图、散点图等统计图形外，还能绘制流线图、三维矢量图等工程实用图形。


 3.5.1　绘图的基本步骤

在MATLAB中绘制图形，通常采用以下7个步骤。

1．准备数据

准备好绘图需要的横坐标变量和纵坐标变量数据。

2．设置当前绘图区

在指定的位置创建新的绘图窗口，并自动以此窗口的绘图为当前绘图区。

3．绘制图形

创建坐标轴，指定叠加绘图模式，绘制函数曲线。

4．设置图形中的曲线和标记点格式

设置图形中的线宽、线型、颜色和标记点的形状、大小、颜色等。

5．设置坐标轴和网格线属性

将坐标轴的范围设置在指定黄线，并设置网格线的属性，如网格线的类型（实线、虚线）等。

6．标注图形

对图形进行标注，包括在图形中添加标题、坐标轴标注、文字标注等。

7．保存和导出图形

按指定文件格式、属性保存或导出图形，以备后续使用。

对于上述绘制流程，应注意以下两点。

（1）上面7个步骤的顺序也不是完全固定的，尤其是其中对图形进行修饰标注的（4）、（5）、（6）步骤，完全可以改变顺序。

（2）在MATLAB中对于图形中的曲线的标记点格式有默认的设置，在一般情况下是可以满足使用者需要的，因此对于只是想大概查看一下数据分布的用户，只需要进行第（1）步和（3）步工作就可以了。


 3.5.2　离散数据绘图

一个二元实数标量对（x0
 ，y0
 ）可以用平面上的点来表示，一个二元实数标量数组[（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），…，（xn
 ，yn
 ）]可以用平面上的一组点来表示。对于离散函数Y=f（X），当X为一维标量数组[x1
 ，x2
 ，…，xn
 ]时，根据函数关系可以求出Y相应的一维标量[y1
 ，y2
 ，…，yn
 ]。当把这两个向量数组在直角坐标系中用点序列来表示时，就实现了离散函数的可视化。当然，这些图形上的离散序列所反映的只是X所限定的有限点上或是有限区间内的函数关系，应当注意的是，MATLAB是无法实现对无限区间上的数据的可视化的。


【例3-17】
 　离散数据的可视化。


    >>clear all;
    X1=[1 2 4 6 7 8 10 12 13 15 16 17 19 20];
    Y1=[1 2 4 6 7 8 10 10 8 7 6 4 2 1];  %生成两个一维实数数组
    figure;
    plot(X1,Y1,'o');
    X2=1:20;
    Y2=log(X2);  %根据log函数生成两个一维实数数组
    figure;
    plot(X2,Y2,'*');


运行程序，效果如图3-2所示。

[image: ]
图3-2　离散数据生成图像




 3.5.3　连续数据绘图

在MATLAB中是无法画出真正的连续函数的，因此在实现连续函数的可视化时，首先必须将连续函数用在一组离散自变量上计算函数结果，然后将自变量数组和结果数组在图形中表示出来。

当然，这些离散的点还是不能表现函数的连续性的。为了更形象地表现函数的规律及其连续变化，通常采用以下两种方法。

（1）对离散区间进行更细的划分，逐步趋近函数的连续变化特性，直到达到视觉上的连续效果。

（2）把每两个离散点用直线连接，以每两个离散点之间的直线来近似表示两点间的函数特性。


【例3-18】
 　连续函数的可视化。


    >>clear all;
    x1=(0:12)*pi/6;
    y1=cos(3*x1);
    x2=(0:360)*pi/180;
    y2=cos(3*x2);
    figure;
    subplot(221);plot(x1,y1,'*');
    xlim([0 2*pi]);            %设置坐标轴
    subplot(222);plot(x1,y1);
    xlim([0 2*pi]);
    subplot(223);plot(x2,y2,'*');
    xlim([0 2*pi]);            %设置坐标轴
    subplot(224);plot(x2,y2);
    xlim([0 2*pi]);


运行程序，效果如图3-3所示。

[image: ]
图3-3　连续函数的可视化




 3.5.4　基本二维绘图

二维图形的绘制可以应用在绝大多数数值计算中，是MATLAB图形处理的基础。MATLAB提供了丰富的绘图函数，既可以绘制基本的二维图形，又可以绘制特殊的二维图形。

MATLAB基本的绘图函数有line函数、plot函数和polar函数，line函数是直角坐标系中的简单绘图函数，plot函数是直角坐标系中的常用绘图函数，polar函数是极坐标系中的绘图函数。二维绘图函数中最核心且最基本的是plot函数。

1．line函数

line函数用于在直角坐标系下简单画线。其调用格式如下。

line（X，Y）：X和Y都是一维数组，line函数将数组中（X（i），Y（i））代表的各点用线段连接起来，形成一条折线。

line（X，Y，Z）：创建的三维坐标中的线段。

line（X，Y，Z，'PropertyName'，propertyvalue，…）：设置对应的属性名PropertyName及属性值propertyvalue。

h=line（…）：返回绘制线段的句柄值h。


【例3-19】
 　利用line函数在直角坐标系中绘制直线。


    >>clear all;
    t = 0:pi/20:2*pi;
    hline1 = plot(t,sin(t),'k');
    ax = gca;
    hline2 = line(t+.06,sin(t),…          %设置线型
      'LineWidth',4,…
      'Color',[.8 .8 .8],…
      'Parent',ax);
    set(gca,'Children',[hline1 hline2])  %设置函数句柄


运行程序，效果如图3-4所示。

[image: ]
图3-4　line绘图效果



2．plot函数

在MATLAB中，提供了plot函数用于绘制二维图形绘制。函数的调用格式如下。

plot（Y）：其中输入参数Y就是Y轴的数据，一般习惯输入向量，则plot（Y）可以用于绘制索引值所对应的行向量Y，若Y为复数，则plot（Y）等于plot（real（Y），image（Y））；在其他几种使用方式中，如果有复数出现，则复数的虚数部分将不被考虑。

plot（X1
 ，Y1
 ，…，Xn
 ，Yn
 ）：当Xi
 、Yi
 均为实数向量，且为同维向量（可以不是同型向量），则plot先描出点（X（i），Y（i）），然后用直线依次相连；若Xi
 ，Yi
 为复数向量，则不考虑虚数部分。若Xi
 、Yi
 均为同型实数矩阵，则plot（Xi
 ，Yi
 ）依次画出矩阵的几条线段；若Xi
 、Yi
 一个为向量，另一个为矩阵，且向量的维数等于矩阵的行数或列数，则矩阵按向量的方向分解成几个向量，再与向量配对分别画出，矩阵可分解成几个向量就有几条线。在上述的几种使用形式中，若有复数出现，则复数的虚数部分将不被考虑。

plot（X1
 ，Y1
 ，LineSpec，…，Xn
 ，Yn
 ，LineSpec）：LineSpec为选项（开关量）字符串，用于设置曲线颜色、线型、数据点等；LineSpec的标准设定值如表3-2所示的前7种颜色依序（蓝、绿、红、青、品红、黄、黑）自动着色。

表3-2　常用的绘图选项



	选项
	含义
	选项
	含义



	-
	实线
	．
	用点号标出数据点



	--
	虚线
	O
	用圆圈标出数据点



	：
	点线
	x
	用叉号标出数据点



	-．
	点划线
	+
	用加号标出数据点



	r
	红色
	s
	用小正方形标出数据点



	g
	绿色
	D
	用菱形标出数据点



	b
	蓝色
	V
	用下三角标出数据点



	y
	黄色
	^
	用上三角标出数据点



	m
	品红
	<
	用左三角标出数据点



	c
	青色
	>
	用右三角标出数据点



	k
	黑色
	P
	用五角形标出数据点



	w
	白色
	H
	用六角形标出数据点



	*
	用星号标出数据点
	
	




plot（X1
 ，Y1
 ，LineSpec，'PropertyName'，PropertyValue）：对所有用plot函数创建的图形进行属性值设置，常用属性如图3-3所示。

表3-3　常用属性



	属性名
	含义
	属性名
	含义



	LineWidth
	设置线的宽度　　
	MarkerEdgeColor
	设置标记点的边缘颜色



	MarkerSize
	设置标记点的大小
	MarkerFaceColor
	设置标记点的填充颜色




h=plot（X1
 ，Y1
 ，LineSpec，'PropertyName'，PropertyValue）：返回绘制函数的句柄值h。


【例3-20】
 　利用plot绘制三条不同颜色和线型的正弦曲线。


    >>clear all;
    x = 0:pi/100:2*pi;
    y1 = sin(x);
    y2 = sin(x-0.25);
    y3 = sin(x-0.5);
    figure
    plot(x,y1,x,y2,'--',x,y3,':')


运行程序，效果如图3-5所示。

[image: ]
图3-5　三条颜色和线型不同的正弦曲线




【例3-21】
 　利用plot函数绘制奥运圈标志。


    >>clear all;
    j=sqrt(-1);
    x=2;y=0.4;
    bluecircle=cos(-pi:pi/20:pi)+j*sin(-pi:pi/20:pi)+(j*y-x);
    blackcircle=cos(-pi:pi/20:pi)+j*sin(-pi:pi/20:pi)+(j*y);
    redcircle=cos(-pi:pi/20:pi)+j*sin(-pi:pi/20:pi)+(j*y+x);
    yellowcircle=cos(-pi:pi/20:pi)+j*sin(-pi:pi/20:pi)+(-j*y-x/2);
    greencircle=cos(-pi:pi/20:pi)+j*sin(-pi:pi/20:pi)+(-j*y+x/2);
    figure;
    plot(bluecircle,'b','LineWidth',5);
    hold on;
    plot(blackcircle,'k','LineWidth',5);
    hold on;
    plot(redcircle,'r','LineWidth',5);
    hold on;
    plot(yellowcircle,'y','LineWidth',5);
    hold on;
    plot(greencircle,'g','LineWidth',5);
    hold on;


运行程序，效果如图3-6所示。

[image: ]
图3-6　奥运圈标志




【例3-22】
 　利用plot绘制图形并设置其属性。


    >>clear all;
    x = -pi:pi/10:pi;
    y = tan(sin(x)) - sin(tan(x));
    figure
    plot(x,y,'--gs',…
        'LineWidth',2,…
        'MarkerSize',10,…
        'MarkerEdgeColor','b',…
        'MarkerFaceColor',[0.5,0.5,0.5])


运行程序，效果如图3-7所示。

[image: ]
图3-7　设置图形的属性



3．plotyy函数

在实际的应用中，常常需要把同一自变量的两个不同量纲，不同量级的函数量的变化同时绘制在同一个图窗中，例如在同一张图中同时展示空间一点上的电磁波的幅度和相位随时间的变化；不同时间内的降雨量和温湿度的变化；放大器的输入/输出电流的变化曲线等。MATLAB中的plotyy函数可以实现上述功能，即双坐标轴绘制。函数的调用格式如下。

plotyy（x1
 ，y1
 ，x2
 ，y2
 ）：在一个图形窗口同时绘制两条曲线（x1
 ，y1
 ）和（x2
 ，y2
 ），曲线（x1
 ，y1
 ）用左侧的y轴，曲线（x2
 ，y2
 ）用右侧的y轴。

plotyy（x1
 ，y1
 ，x2
 ，y2
 ，fun）：“fun”是字符串格式，用来指定绘图的函数名，如plot、semilogx等。例如，函数plotyy（x1
 ，y1
 ，x2
 ，y2
 ，'semilogx'）就是用函数semilogx来绘制曲线（x1
 ，y1
 ）和（x2
 ，y2
 ）。

plotyy（x1
 ，y1
 ，x2
 ，y2
 ，fun1，fun2）：用“fun1”和“fun2”指定不同的绘图函数分别绘制这两种曲线。


【例3-23】
 　利用plotyy函数绘制双坐标轴图形。


    >>clear all;
    x = linspace(0,10);
    y1 = 200*exp(-0.05*x).*sin(x);
    y2 = 0.8*exp(-0.5*x).*sin(10*x);
    y3 = 0.2*exp(-0.5*x).*sin(10*x);
    figure
    [hAx,hLine1,hLine2] = plotyy(x,y1,[x',x'],[y2',y3']);


运行程序，效果如图3-8所示。

[image: ]
图3-8　双坐标轴图形



4．fplot函数

之前应用到的plot函数，均是将用户指定的或是计算而得的数据转换为图形。而在实际应用中，函数随着自变量的变化趋势是未知的，此时在plot函数下，如果自变量的离散间隔不合理，则无法反映函数的变化趋势。

fplot函数可以很好地解决以上问题，该函数通过MATLAB平台内部设置的自适应算法来动态决定自变量的离散间隔，当函数值变化缓慢时，离散间隔取大一些；当函数值变化剧烈时，离散间隔取小一些。fplot函数的调用格式如下。

fplot（fun，limits）：为在指定的范围limits=[a，b，c，d]内画出函数名为fun的一元函数图形，a，b为设定的绘图横轴的下限及上限，c，d是纵轴的下限及上限。

fplot（fun，limits，LineSpec）：用指定的线型LineSpec画出函数fun的图形。

fplot（fun，limits，tol）：用相对误差值为tol画出函数fun。相对误差的默认值为2e-3。

fplot（fun，limits，tol，LineSpec）：用指定的相对误差值tol和指定的线型LineSpec画出函数fun的图形。

fplot（fun，limits，n）：当n≥1时，则至少画出n+1个点（即至少把范围limits分成n个小区间），最大步长不超过（xmax-xmin）/n。

fplot（fun，lims，…）：允许可选参数tol、n和LineSpec以任意组合方式输入。

[X，Y] = fplot（fun，limits，…）：返回横坐标与纵坐标的值给变量X和Y，此时fplot不画出图形。如需画出图形，即可使用plot（X，Y）语句。


【例3-24】
 　利用fplot函数绘制f（x）=sin（tan（xπ））。


    >>clear all;
    x=0:0.01:1;
    y=sin(tan(pi*x));
    figure;
    fplot('sin(tan(pi*x))',[0,1],1e-4);


运行程序，效果如图3-9所示。

[image: ]
图3-9　fplot绘制效果



5．ezplot函数

ezplot函数用于绘制函数在某一自变量区域内的图形。与fplot函数相同的是，ezplot函数中也需要对自变量的范围进行规定。函数的调用格式如下。

ezplot（fun）：绘制fun函数图形。

ezplot（fun，[min，max]）：绘制函数fun（x）在区间[min，max]的图形。

ezplot（fun2）：绘制隐函数fun2=fun（x，y）的图形，且fun（x，y）=0。

ezplot（fun2，[xmin，xmax，ymin，ymax]）：绘制隐函数fun（x，y）=0在区间[xmin，xmax]与[ymin，ymax]区间上的图形。

ezplot（fun2，[min，max]）：绘制隐函数fun（x，y）=0在区间[min，max]的图形。

ezplot（funx，funy）：绘制参数方程x=funx，y=funy的函数图形。

ezplot（funx，funy，[tmin，tmax]）：在区间[tmin，tmax]上绘制出参数方程x=funx，y=funy的函数图形。


【例3-25】
 　分别绘出参数[image: ]
 与隐函数5x2
 +25y2
 =6的图形。


    >>clear all;
    subplot(2,1,1);
    ezplot('cos(5*t)','sin(3*t)',[0,2*pi])  %绘制参数函数效果图
    subplot(2,1,2);
    ezplot('5*x^2+25*y^2=6',[-1.5,1.5,-1,1])  %绘制隐函数效果图，并扩展其坐标


运行程序，效果如图3-10所示。

[image: ]
图3-10　ezplot绘图效果



6．特殊坐标轴绘图

前面介绍了基本二维绘图函数的使用，但其中无论是直角坐标系还是极坐标系，用到的坐标轴的刻度均是线性刻度。但是在实际的很多情况中，数据都出现指数型的变化规律，这时如果再用线性刻度来描述曲线，则处于低次幂的部分数据无法清晰地表现出来，当然，利用plotyy函数，对指数数据进行局部放大，则可以解决这个问题。但是在MATLAB中，还有更加简便的方式。下面介绍三个函数来解决对数数据的问题，分别是semilogx函数、semilogy函数和loglog函数，它们的调用格式都与plot函数类似，在此不再展开介绍。


【例3-26】
 　semilogx函数和plot函数对比绘制图形。


    >>clear all;
    x=10.^(0.1:0.1:4);
    y=1./(x+1000);
    figure;
    subplot(121);semilogx(x,y,'*','MarkerSize',5,'LineWidth',2);
    subplot(122);plot(x,y,'+','MarkerSize',5,'LineWidth',2);


运行程序，效果如图3-11所示。

[image: ]
图3-11　semilogx与plot绘制对比




 3.5.5　基本二维图形的修饰

通过3.5.4节的学习，读者可能会感觉到简单的绘图命令并不能满足人们对可视化的要求。为了使所绘制的图形让人看起来舒服并且易懂，MATLAB提供了许多图形控制的命令。下面给予介绍。

1．网格

当图像需要对具体数值有更加清楚的展示时，在图形中添加网格是十分有效的方法。在MATLAB中，grid on函数可以在当前图形的单位标记处添加网格，grid off函数则可以取消网格的显示，单独使用grid函数则可以在on与off状态下交替转换，即起到触及的作用。


【例3-27】
 　为图形添加网格。


    >>clear all;
    x = linspace(0,10);
    y = sin(x);
    ax1 = subplot(2,1,1);
    plot(x,y)
    grid on;
    y2 = sin(3*x);
    ax2 = subplot(2,1,2);
    plot(x,y2)
    grid on;grid;


运行程序，效果如图3-12所示。

[image: ]
图3-12　添加网格



2．文字说明

通常，曲线所表示的函数或数据的规律都需要进行一些文字说明或标注，现将图形窗口中的文本操作函数列出如下。

（1）title（'text'）：在图形窗口顶端的中间位置输出字符串“text”作为标题。

（2）xlabel（'text'）：在x轴下的中间位置输出字符串“text”作为标注。

（3）ylabel（'text'）：在y轴边上的中间位置输出字符串“text”作为标注。

（4）zlabel（'text'）：在z轴边上的中间位置输出字符串“text”作为标注。

（5）text（x，y，'text'）：在图形窗口的（x，y）处写字符串“text”。坐标x和y按照与所绘制图形相同的刻度给出。对于向量x和y，字符串“text”写在（xi
 ，yi
 ）的位置上。如果“text”是一个字符串向量，即一个字符矩阵，且与x，y有相同的行数，则第i行的字符串将写在图形窗口的（xi
 ，yi
 ）的位置上。

（6）text（x，y，'text'，'sc'）：在图形窗口的（x，y）处输出字符串“text”，给定左下角的坐标为（0.0，0.0），右上角的坐标则为（1.0，1.0）。

（7）gtext（'text'）：通过使用鼠标或方向键，移动图形窗口中的十字光标，让用户将字符串text放置在图形窗口中。当十字光标走到所期望的位置时，用户按下任意键或单击任意按钮，字符串将写入到窗口中。

（8）legend（str1，str2，…，pos）：在当前图形上输出图例，并用说明性字符串str1、str2等作标注。其中，参数pos的可选项目如表3-4所示。

表3-4　曲线线型



	线型代号
	表示线型
	线型代号
	表示线型



	-1
	将图例框放在坐标轴外的右侧
	2
	将图例框放在图窗内左上角



	0
	将图例框放在图窗内与曲线交叠最小的位置
	3
	将图例框放在图窗内左下角



	1
	将图例框放在图窗内右上角
	4
	将图例框放在图窗内右下角




（9）legend（str1，str2，…，'Location'，'pos'）：在当前图上输出图例，并用说明字符串str1、str2等作为标注。其中，参数pos的可选项目如表3-5所示。

表3-5　图形标记



	标记代号
	表示标记
	标记代号
	表示标记



	North
	图窗内最上端
	SouthOutside
	图窗外下部



	South
	图窗内最下端
	EastOutSide
	图窗外右侧



	East
	图窗内最右端
	WestOutside
	图窗外左侧



	West
	图窗内最左端
	NorthEastOuside
	图窗外右上部



	NorthEast
	图窗内右上角
	NorthWestOutside
	图窗外左上部



	NorthWest
	图窗内左上角（二维图窗的默认项）
	SouthEastOutside
	图窗外右下部



	SouthEast
	图窗内右下角
	SouthWestOutside
	图窗外左下部



	SouthWest
	图窗内左下角
	Best
	图窗内与曲线交叠最小的位置



	NorthOutside
	图窗内上部
	BestOutside
	图窗外最不占空间的位置




（10）legend off：从当前图形中清除图例。


【例3-28】
 　对所绘制的图形添加标注说明。


    >>clear all;
    x=(0:0.1:2*pi)';
    y1=2*exp(-0.5*x)*[1,-1];
    y2=2*exp(-0.5*x).*sin(2*pi*x);
    x1=(0:12)/2;
    y3=2*exp(-0.5*x1).*sin(2*pi*x1);
    plot(x,y1,x,y2,x1,y3)
    title('曲线及其包络线');
    xlabel('变量X')
    ylabel('变量Y');
    text(3.2,0.5,'包络线');
    text(0.5,0.5,'曲线y')
    text(1.4,0.15,'离散数据点')
    legend('包络线','包络线','曲线y','离散数据点')


运行程序，效果如图3-13所示。

[image: ]
图3-13　添加图形标注



3．坐标轴设置

图形坐标轴的取值范围及其刻度对图形的显示效果有着很明显的影响。在默认情况下，MATLAB通过便捷智能的函数和内部自适应设置来显示图形。有时候，默认设置生成的图形往往达不到用户所要求的效果，或者用户只对图形中的某一部分感兴趣，就需要通过坐标轴控制函数，有针对性地调整和设置坐标轴的某些参数。

在MATLAB中，提供了axis函数控制坐标轴。函数的调用格式如下。

axis（[xmin xmax ymin ymax]）：设置当前坐标轴的x轴与y轴的范围。

axis（[xmin xmax ymin ymax zmin zmax cmin cmax]）：设置当前坐标的x轴、y轴与z轴的范围。

v=axis：返回一包含x轴、y轴与z轴的刻度因子的行向量，其中v为一个四维或六维向量，这取决于当前坐标是二维还是三维的。

axis auto：自动计算当前轴的范围，该函数也可以针对某一个具体坐标轴使用，例如：

（1）auto x：自动计算x轴的范围；

（2）auto yz：自动计算y轴与z轴的范围。

axis manual：把坐标固定在当前的范围，这样，如果保持状态（hold）为on，后面的图形仍用相同的界限。

axis tight：把坐标轴的范围定为数据的范围，即将三个方向上的纵高比设为同一个值。

axis fill：用于将坐标轴的取值范围分别设置为绘图所用数据在相应方向上的最大、最小值。

axis ij：将二维图形的坐标原点设置在图形窗口的左上角，坐标轴i垂直向下，坐标轴j水平向右。

axis xy：使用笛卡儿坐标系。

axis equal：设置坐标轴的纵横比，使在每个方向的数据单位都相同，其中x轴、y轴和z轴将根据所给数据在各个方向的数据单位自动调整其纵横比。

axis image：效果与axis equal相同，只是图形区域刚好紧紧包围图像数据。

axis square：设置当前图形为正方形（或立方体形），系统将调整x轴、y轴与z轴，使它们有相同的长度，同时相应地自动调整数据单位之间的增加量。

axis vis3d：将冻结坐标系此时的状态，以便进行旋转。

axis normal：自动调整坐标轴的纵横比，还有用于填充图形区域的、显示于坐标轴上的数据单位的纵横比。

axis off：关闭所有坐标轴上的标记、格栅和单位标记，但保留由text和gtext设置的对象。

axis on：显示坐标轴上的标记、单位和格栅。

[mode，visibility，direction]=axis（'state'）：返回表明当前坐标轴的设置属性的三个参数mode、visibility、direction，它们的可能取值如表3-6所示。

表3-6　参数



	参数
	可能取值



	mode
	'auto'或'manual'



	visibility
	'on'或'off'



	direction
	'xy'或'ij'





【例3-29】
 　坐标轴范围和比例设置。


    >>clear all;
    t=0:.01*pi:2*pi;
    x=sin(t);
    y=cos(t);
    for i=1:9
        subplot(3,3,i);
        plot(x,y);
    end
    subplot(3,3,1);axis auto normal;title('axis auto normal');
    subplot(332);axis([-2 2 -1.5 1.5]);axis normal;title('axis [] normal');
    subplot(333);axis tight normal;title('axis tight normal');
    subplot(334);axis square;title('axis square');
    subplot(335);axis([-2 2 -1.5 1.5]);axis square;title('axis [] square');
    subplot(336);axis tight square;title('axis tight square');
    subplot(337);axis auto equal;title('axis auto equal');
    subplot(338);axis([-2 2 -1.5 1.5]);axis equal;title('axis [] equal');
    subplot(339);axis tight equal;title('axis tight equal');


运行程序，效果如图3-14所示。

[image: ]
图3-14　坐标轴范围和比例设置效果



4．图形选绘

在实际应用中，经常遇到在已经存在的图上绘制新的曲线，并保留原来的曲线的情况，MATLAB中的以下函数可以完成这项功能。

hold on：启动图形保持功能，允许在同一坐标轴上绘制多个图。

hold off：关闭图形保持功能，不能在当前坐标轴上再绘制图形。

hold：在hold on与hold off这两种状态之间进行切换。

hold all：实现hold on功能，并且使新的绘图函数依然按顺序循环使用当前坐标系中ColorOrder和LineStyleOrder两个属性。


【例3-30】
 　利用hold函数实现图像的选绘。


    >>clear all;
    x=0:0.01*pi:pi*4;
    y=0:pi:pi*8;
    subplot(121);plot(x,sin(x));hold on;
    plot(x,2*sin(x/2));hold on;
    plot(y,sin(y),'o');hold on;
    plot(y,2*sin(y/2),'*');hold on;
    xlim([0 pi*4]);
    subplot(122);plot(x,sin(x));
    plot(x,2*sin(x/2));hold on;
    plot(y,sin(y),'o');
    plot(y,2*sin(y/2),'*');hold on;
    xlim([0 pi*4]);


运行程序，效果如图3-15所示。

[image: ]
图3-15　图形的选绘



5．子图绘制

MATLAB允许用户在同一个图形窗口中同时绘制多幅相互独立的子图，这需要应用到subplot函数。函数的调用格式为：

subplot（m，n，p）：将当前图形窗口分成m×n个绘图区，即共m行，每行n个，子绘图区的编号按行优先从左到右编号。该函数选定第p个区为当前活动区。在每一个子绘图区允许以不同的坐标系单独绘制图形。

subplot（m，n，p，'replace'）：如果定义的坐标轴已经存在，则删除已有的，并创建一个新的坐标轴。

subplot（m，n，p，'align'）：对齐坐标轴。

subplot（h）：使句柄h对应的坐标轴为当前的，用于后面图形的输出显示。

subplot（'Position'，[left bottom widthheight]）：在指定的位置上建立坐标轴。

subplot（…，prop1，value1，prop2，value2，…）：设置坐标轴的属性名及属性值。

h = subplot（…）：返回坐标轴的句柄值h。


【例3-31】
 　利用subplot函数在一幅图像中绘制多个子图。


    >>clear all;
    x = linspace(-3.8,3.8);
    y_cos = cos(x);
    y_poly = 1 - x.^2./2 + x.^4./24;
    figure
    subplot(2,2,1);
    plot(x,y_cos);
    title('Subplot 1: Cosine')
    subplot(2,2,2);
    plot(x,y_poly,'g');
    title('Subplot 2: Polynomial')
    subplot(2,2,[3,4]);
    plot(x,y_cos,'b',x,y_poly,'g');
    title('Subplot 3 and 4: Both')


运行程序，效果如图3-16所示。

[image: ]
图3-16　子图




 3.5.6　二维特殊图形

前面介绍的二维图形是常规的曲线图，而在实际中为了更好地反映数据的变化规律，往往需要绘制一些特殊的二维图形。MATLAB为用户提供的特殊二维图形包括条形图、面积图、饼图、散点图、柱状图、罗盘图、羽毛图、矢量图、杆型图、阶梯图、等高线图等。表3-7列出了MATLAB自带的常用的特殊二维图形函数。

表3-7　特殊二维图形函数



	函数
	说明



	bar/barh
	bar函数用于绘制垂直条形图，barh用于绘制水平二维条形图



	hist
	用于绘制直方图



	are
	用于绘制面积图



	pie
	用于绘制二维饼图



	scatter
	用于绘制散点图



	pareto
	用于绘制排列图（累托图）



	compass
	用于绘制罗盘图



	feather
	用于绘制羽毛图



	quiver
	用于绘制二维矢量图



	stem
	用于绘制火柴杆图



	stairs
	用于绘制阶梯图



	polar
	用于绘制极坐标图



	contour
	用于绘制二维等高线图



	contourf
	用于绘制带填充的二维等高线图



	clabel
	为指定的等高线添加数据标签



	errorbar
	用于绘制曲线误差形图





【例3-32】
 　利用MATLAB提供的特殊函数绘制特殊二维图形。


    >>clear all;
    y = [75.995,91.972,105.711,123.203,131.669,…
        150.697,179.323,203.212,226.505,249.633,281.422];
    subplot(231); bar(y);
    title('垂直等高线图');axis square;
    subplot(232); barh(y);
    title('水平等高线图');axis square;
    rng(0,'twister');
    theta = linspace(0,2*pi,300);
    x = sin(theta) + 0.75*rand(1,300);
    y1 = cos(theta) + 0.75*rand(1,300);
    s = 40;subplot(233);
    scatter(x,y1,s,'MarkerEdgeColor','b','MarkerFaceColor','c','LineWidth',1.5);
    title('散点图');axis square;
    theta = (-90:10:90)*pi/180;
    r = 2*ones(size(theta));
    [u,v] = pol2cart(theta,r);
    subplot(234);feather(u,v);
    title('羽毛图');axis square;
    [X1,Y1] = meshgrid(-2:.2:2);
    Z = X1.*exp(-X1.^2 - Y1.^2);
    [DX,DY] = gradient(Z,.2,.2);
    subplot(235);contour(X1,Y1,Z)      %等高线图
    hold on
    quiver(X1,Y1,DX,DY)                %矢量图
    colormap hsv;
    title('带等高线的矢量图');axis square;
    X2 = linspace(0,2*pi,25)';
    Y2 = (cos(2*X2));subplot(236);
    stem(X2,Y2,'LineStyle','-.','MarkerFaceColor','red','MarkerEdgeColor','green');
    title('火柴杆图');axis square;


运行程序，效果如图3-17所示。

[image: ]
图3-17　二维特殊图形




 3.5.7　三维基本绘图

在实际的工程应用中，常常遇到三维甚至更多维的数据，需要在图形中表示出来，MATLAB平台提供了相应的三维图形的绘图功能。这些绘图功能与二维图形的绘制十分类似，特别是曲线的属性，例如线型、颜色等的设置，是完全相同的。最常用的三维绘图有三维曲线图、三维网格图和三维曲面图这三种基本类型。

1．三维曲线图

在已经学习了plot函数的基础上，在三维图形函数中，plot3函数十分易于理解，其调用格式如下。

plot3（X1
 ，Y1
 ，Z1
 ，…）：以默认线型属性绘制三维点集（Xi
 ，Yi
 ，Zi
 ）确定的曲线。Xi
 ，Yi
 ，Zi
 为相同大小的向量或矩阵。

plot3（X1
 ，Y1
 ，Z1
 ，LineSpec，…）：以参数LineSpec确定的线型属性绘制三维点集（Xi
 ，Yi
 ，Zi
 ）确定的曲线。Xi
 ，Yi
 ，Zi
 为相同大小的向量或矩阵。

plot3（…，'PropertyName'，PropertyValue，…）：绘制三维曲线，根据指定的属性值设定曲线的属性。

h=plot3（…）：返回绘制的曲线图的句柄值向量h。


【例3-33】
 　利用plot绘制一条珠宝项链。


    >>clear all;
    theta=0:0.01*pi:2*pi;
    x=sin(theta);
    y=cos(theta);
    z=cos(4*theta);
    figure;
    plot3(x,y,z,'LineWidth',2);hold on;
    theta=0:0.02*pi:2*pi;
    x=sin(theta);
    y=cos(theta);z=cos(4*theta);
    plot3(x,y,z,'rd','MarkerSize',10,'LineWidth',2);


运行程序，效果如图3-18所示。

[image: ]
图3-18　三维曲线图



2．三维网格图

三维网格图和曲面图的绘制比三维曲线图的绘制稍显复杂，主要是因为绘图数据的准备及三维图形的色彩、明暗、光照和视角等的处理。绘制函数z=f（x，y）的三维网格图的过程如下。

（1）确定自变量x和y的取值范围和取值间隔如下。


    x=x1:dx:x2;
    y=y1:dy:y2;


（2）构成xoy平面上的自变量采样“格点”矩阵。

① 利用“格点”矩阵的原理生成矩阵。


    x=x1:dx:x2;
    y=y1:dy:y2;
    X=ones(size(y))*x;
    Y=y*ones(size(x));


② 利用meshgrid函数生成“格点”矩阵。


    x=x1:dx:x2;
    y=y1:dy:y2;
    [X,Y]=meshgrid(x,y);


（3）计算在自变量采样“格点”上的函数值：Z=f（X，Y）。

绘制网格图的mesh函数的调用格式如下。

mesh（X，Y，Z）：绘制三维网格图，颜色和曲面的高度相匹配，如果X与Y为向量，且length（X）=n，length（Y）=m，而[m，n]=size（Z），空间中的点（X（j），Y（i），Z（i，j））为所画曲面网线的交点；如果X与Y均为矩阵，则空间中的点（X（i，j），Y（i，j），Z（i，j））为所画曲面的网线的交点。

mesh（Z）：参数Z是维数为m×n的矩阵，网格曲面的颜色分布与Z方向上的高度值成正比。

mesh（…，C）：参数X、Y、Z都为矩阵值，参数C表示网格曲面的颜色分布情况。

mesh（…，'PropertyName'，PropertyValue，…）：对指定的属性PropertyName设置属性值PropertyValue，可以在同一语句中对多个属性进行设置。

h=mesh（…）：返回图形对象句柄。

meshc（…）：用于画网格图与基本的等值线图。

meshz（…）：用于绘制包含零平面的网格线。


【例3-34】
 　绘制下列给出的二元函数的网格图。

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear all;
    [X,Y] = meshgrid(-8:.5:8);
    R = sqrt(X.^2 + Y.^2) + eps;
    Z = sin(R)./R;
    C = gradient(Z);
    figure
    subplot(131);mesh(Z);
    subplot(132);mesh(X,Y,Z,C)
    C = del2(Z);
    subplot(133);
    mesh(X,Y,Z,C,'FaceLighting','gouraud','LineWidth',0.3)


运行程序，效果如图3-19所示。

[image: ]
图3-19　三维网格图



3．三维曲面图

三维曲面图也可以用来表示三维空间内数据的变化规律，与之前讲述的三维网格图的不同之处在于对网格的区域填充了不同的色彩。在MATLAB中绘制三维曲面图的函数主要有surf、surfc和surfl。它们的调用格式如下。

surf（X，Y，Z）：该函数绘制彩色的三维曲面图，其中矩阵X和Y控制x轴和y轴，矩阵Z为z轴数据。

surf（X，Y，Z，C）：图形的颜色采用参数C设置。

surf（Z）或surf（Z，C）：该函数默认向量x为1：n，向量y为1：m，其中[m，n]=size（Z）。

surf（…，'PropertyName'，PropertyValue）：该函数中对图形的一些属性值进行设置。


【例3-35】
 　利用surf函数绘制一个球体。


    >>clear all;
    k = 5;
    n = 2^k-1;
    [x,y,z] = sphere(n);
    c = hadamard(2^k);
    figure
    surf(x,y,z,c);
    colormap([1  1  0; 0  1  1])
    axis equal


运行程序，效果如图3-20所示。

[image: ]
图3-20　球体



4．光照模型

光照是一种利用方向光源照亮物体的技术。在某些情况下，这项技术能使表面微妙的差异更容易看到。光照也能用来对三维的图像增加现实感。


【例3-36】
 　带光照的曲面图。


    >>clear all;
    X=-10:0.1:10;
    Y=-10:0.1:10;
    [X,Y]=meshgrid(X,Y);
    Z=-X.^2-Y.^2+200;
    surf(X,Y,Z,'FaceColor','red','EdgeColor','none');
    camlight left;
    lighting phong;
    view(-15,65);


运行程序，效果如图3-21所示。

[image: ]
图3-21　光照的曲面



本例中将曲面涂上红色，并且将surf函数所定义的网格线移除。同时，一个发光的物体被加到“镜头”的左边（即从空间观看时所在表面的位置）。增加光源和设置好照明方式到phong后，使用view命令去改变视角，从空间的另一个不同的点再观看表面（方位角-15°和仰角65°）。最后，用工具栏缩放方式放大外观。

基于运用漫射、镜面反光和环境照明模型，MATLAB中还内置了surfl函数，可以画出类似于函数surf产生的带彩色的曲面。使用一个单色颜色映像（如灰色、纯白、铜黄或粉红色）和插值色彩，会画出效果更好的曲面。函数的调用格式如下。

surfl（X，Y，Z，s）：其中s以[sx，sy，sz]或[az，el]的形式定义光源方向。在没有明确定义的情况下，其默认光源是逆时针45°。


【例3-37】
 　利用surfl函数绘制带光照效果的曲面图。


    >>clear all;
    [x,y] = meshgrid(-3:1/8:3);
    z = peaks(x,y);
    surfl(x,y,z)
    shading interp


运行程序，效果如图3-22所示。

[image: ]
图3-22　surfl绘图效果



5．等值线图

等值线图又叫作等高线图。绘制等值线图需要用到contour函数。函数的调用格式如下。

contour（Z）：绘制等高线效果图，并给出等高线的高度数据Z。

contour（Z，n）：绘制n条高为Z的等高线。

contour（Z，v）：绘制等高线效果图，其中Z为指定等高线的高度数据，v表示指定高度值处的等高线。

contour（X，Y，Z）：绘制等高线，其中X与Y分别用于指定X轴与Y轴的坐标，Z表示等高线的高度。

contour（X，Y，Z，n）：绘制n条等高线，其中X与Y分别用于指定X轴与Y轴的坐标，Z表示等高线的高度。

contour（X，Y，Z，v）：绘制等高线，其中X与Y分别用于指定X轴与Y轴的坐标，Z表示等高线的高度，v表示指定高度值处的等高线。

contour（…，LineSpec）：指定等高线的线型、点型及颜色。

contour（axes_handle，…）：根据给定的句柄值axes_handle绘制等高线。

[C，h]=contour（…）：返回等高线的颜色矩阵及等高线的句柄值h。


【例3-38】
 　等高线的绘制。


    >>clear all;
    [x,y,z]=peaks(75); %生成坐标刻度数据和高度数据
    s(1)=subplot(221);
    contour(z);
    title('根据高度数据绘制等高线'); 
    s(2)=subplot(222);
    contour(x,y,z);
    title('根据刻度数据与高度数据绘制等高线'); 
    s(3)=subplot(223);
    contour(x,y,z,4);
    title('指定等高线数目'); 
    s(4)=subplot(224);
    contour(x,y,z,linspace(min(z(:)),max(z(:)),12));
    title('等间隔指定高度位置'); 
    axis(s,'square');  %设置所有坐标轴为方形


运行程序，效果如图3-23所示。

[image: ]
图3-23　等高线图




 3.5.8　三维特殊图形

在科学研究中，有时也需要绘制一些特殊的三维图形，如统计学中的三维直方图、圆柱体图、饼形图等。MATLAB中提供了用于绘制这些特殊三维图形的函数，表3-8列出了MATLAB常用的三维特殊图形绘图函数。

表3-8　三维特殊图形函数



	函数
	说明
	函数
	说明



	bar3、barh3
	绘制三维垂直（水平）柱状图
	stem3
	用于绘制三维火柴杆图



	cylinder
	绘制三维柱面图
	quiver3
	用于绘制三维向量图



	sphere
	用于绘制球面图
	comet3
	用于绘制三维彗星图



	contour3
	用于绘制三维等高线图
	fill3
	用于绘制三维填充图



	pie3
	用于绘制三维饼图
	ribbon
	用于绘制三维彩带图



	scatter3
	用于绘制三维散点图
	patch
	用于绘制三维片块图





【例3-39】
 　绘制特殊三维图形。


    >>clear all;
    t = 0:pi/10:2*pi;
    [X1,Y1,Z1] = cylinder(2+cos(t));
    subplot(231);surf(X1,Y1,Z1)
    axis square;title('三维柱面图');
    subplot(232);sphere
    axis equal;title('三维球体');
    x1 = [1 3 0.5 2.5 2];
    explode = [0 1 0 0 0];
    subplot(233);pie3(x1,explode)
    title('三维饼图');axis equal;
    X2 = [0 1 1 2;1 1 2 2;0 0 1 1];
    Y2 = [1 1 1 1;1 0 1 0;0 0 0 0];
    Z2 = [1 1 1 1;1 0 1 0;0 0 0 0];
    C = [0.5000 1.0000 1.0000 0.5000;
        1.0000 0.5000 0.5000 0.1667;
        0.3330 0.3330 0.5000 0.5000];
    subplot(234);fill3(X2,Y2,Z2,C);
    colormap hsv
    title('三维填充图');axis equal;
    [x2,y2] = meshgrid(-3:.5:3,-3:.1:3);
    z2 = peaks(x2,y2);
    subplot(235);ribbon(y2,z2)
    colormap hsv
    title('三维彩带图');axis equal;
    [X3,Y3] = meshgrid(-2:0.25:2,-1:0.2:1);
    Z3 = X3.* exp(-X3.^2 - Y3.^2);
    [U,V,W] = surfnorm(X3,Y3,Z3);
    subplot(236);quiver3(X3,Y3,Z3,U,V,W,0.5);
    hold on
    surf(X3,Y3,Z3);
    colormap hsv
    view(-35,45);
    title('三维向量场图');axis equal;
    set(gcf,'color','w');    %设置背景色为白色


运行程序，效果如图3-24所示。

[image: ]
图3-24　三维特殊绘图





第4章　多项式与符号计算

多项式在代数中占有重要的地位，它是诸多实际应用的基础，如实验数据的插值、曲线拟合等。多项式是最简单、最容易计算的函数，但同时也是其他绝大多数复杂函数的构成基础。MATLAB提供了多项式的表达与创建以及各种运算方法，处理起来非常简单。

符号运算是对字符串进行符号分析和运算。符号运算的过程是由MATLAB提交请求至Maple组件，Maple组件完成计算以后返回计算结果到MATLAB。


 4.1　多项式的创建

多项式是人们最熟悉的简单表达式，n次一元多项式的一般形式为：

[image: ]


在MATLAB中，用Pn
 （x）的系数组成的行向量

[image: ]


来表达多项式Pn
 （x）。如果多项式有缺项，输入时要用0作为缺项的系数。

在MATLAB中提供了poly2sym函数实现多项式的构造，其调用格式如下。

r=poly2sym（c）：c为多项式的系数向量。

r=poly2sym（c，v）：c为多项式的系数向量，v为其变量。


【例4-1】
 　利用poly2sym创建多项式。


    >>poly2sym([1 3 2])
    ans =
    x^2 + 3*x + 2
    >>poly2sym([.694228, .333, 6.2832])
    ans =
    (6253049924220329*x^2)/9007199254740992 + (333*x)/1000 + 3927/625
    %也可以用多项式的根生成多项式
    >>root=[-6  2+i  2-i  4];
    >>p=poly(root)
    p =
        1    -2  -27  106  -120
        >>y=poly2sym(p)
    y =
    x^4 - 2*x^3 - 27*x^2 + 106*x - 120



 4.1.1　多项式的根

例4-1中用到的roots函数是用于求多项式的根。函数的调用格式如下。

r=roots（c）：其中，c为多项式的系数向量，返回向量r为多项式的根，即r（1），r（2），…，r（n）分别代表多项式的n个根。


【例4-2】
 　求多项式f（x）=x3
 -6x2
 -72x-27的根。


    >>clear all;
    p = [1 -6 -72 -27];      %多项式系数
    r = roots(p)
    r =
      12.1229
      -5.7345
      -0.3884
    >>c=poly(r)    %建立以r为根的多项式
    c =
        1.0000  -6.0000  -72.0000  -27.0000
    >>f=poly2sym(c,'x') 
    f =
        x^3 - 6*x^2 - 72*x - 27



 4.1.2　特征多项式

对N（N>1）阶方阵A，特征多项式定义为λE-A的行列式｜λE-A｜，其中E为N阶单位矩阵。特征多项式｜λE-A｜是关于λ的N阶多项式，是｜λE-A｜=0中的λ为特征多项式的根。当A为对角矩阵时，即[image: ]
 时，A的特征多项式为[image: ]
 ，相应地，特征根为[image: ]
 。因此，对于N个根[image: ]
 已知求多项式表示的问题可以转换为求对角矩阵[image: ]
 的特征多项式问题。

在MATLAB中，提供了poly函数用于计算N阶方阵的特征多项式。函数的调用格式如下。

p=poly（A）：其中A为N阶方阵，返回值p为A的多项式表示，是长度为N+1的向量。

c=poly（r）：r为多项式的根，返回向量c为多项式的系数向量。


 4.2　多项式的运算

多项式的运算主要包括四则运算、求导、积分、估值、有理多项式等运算。


 4.2.1　四则运算

多项式的四则运算主要是多项式的加、减、乘、除运算。需要注意的是，相加、减的两个向量必须大小相等。阶次不同时，低阶多项式必须用零来填补，使其高阶多项式有相同的阶次。多项式的加、减运算直接用“+”、“-”符号来实现。而多项式的乘法运算，在MATLAB中提供了conv函数来实现，除法运算提供了deconv函数来实现。它们的调用格式如下。

c=conv（a，b）：执行a，b两个向量的卷积运算。

c=conv（a，b，'shape'）：按形参shape返回卷积运算，shape的取值如下。

（1）full：为返回完整的卷积，为默认值。

（2）same：为返回部分卷积，其大小与向量a大小相等。

（3）valid：只返回无填充零部分的卷积，此时输出向量c的最大值为max（length（a）-max（0，length（b）-1），0）。

[q，r]=deconv（v，u）：执行v，u两个向量的解卷。


【例4-3】
 　求多项式f（x）=x4
 +4x3
 -2x2
 +7x+11和g（x）=9x4
 -11x3
 +5x2
 +8的四则运算。


    >>clear all;
    f=[1 4 -2 7 11];
    g=[9 -11 5 0 8];
    >>s1=f+g            %多项式的加运算
    s1 =
        10    -7    3    7    19
    >>poly2sym(s1)
    ans =
    10*x^4 - 7*x^3 + 3*x^2 + 7*x + 19
    >>s2=f-g      %多项式的减运算
    s2 =
        -8    15    -7    7    3
    >>poly2sym(s2)
    ans =
    - 8*x^4 + 15*x^3 - 7*x^2 + 7*x + 3
    >>s3=conv(f,g)  %多项式的乘运算
    s3 =
        9    25  -57  105    20  -54    39    56    88
    >>poly2sym(s3)
    ans =
    9*x^8 + 25*x^7 - 57*x^6 + 105*x^5 + 20*x^4 - 54*x^3 + 39*x^2 + 56*x + 88
    >>[a,r]=deconv(f,g)  %多项式的除运算
    a =
        0.1111
    r =
            0    5.2222  -2.5556    7.0000  10.1111


其中，a是多项式f除以多项式g的商，余式r。


 4.2.2　多项式的导数

多项式导数的概念是显然的，对n阶多项式[image: ]
 ，其导数为n-1阶多项式为[image: ]
 。原多项式及其导数多项式的多项式表示分别为[image: ]
 ，[image: ]
 。

在MATLAB中提供了polyder函数用于求多项式的导数，其调用格式如下。

k=polyder（p）：p、k分别为原多项式及导数多项式的多项式表示。

k=polyder（a，b）：求多项式a与多项式b乘积的导函数多项式。

[q，d]=polyder（b，a）：求多项式b与多项式a相除的导函数，导函数的分子存入q，分母存入d。

其中，参数a和b是多项式的系数向量，返回结果q和d也是多项式的系数向量。


【例4-4】
 　利用polyder函数求下列多项式的导数。

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear all;
    >>p = [3 0 -2 0 1 5];
    >>q = polyder(p)
    q =
        15    0    -6    0    1
    >>poly2sym(q)    %(1)的导数
    ans =
    15*x^4 - 6*x^2 + 1
    >>p = [1 0 -3 -1];
    v = [1 4];
    >>[q,d] = polyder(p,v)
    q =
        2    12    0  -11
    d =
        1    8    16
    >>poly2sym(q)/poly2sym(d)  %(2)的导数
    ans =
    (2*x^3 + 12*x^2 - 11)/(x^2 + 8*x + 16)



 4.2.3　多项式的积分

对n阶多项式[image: ]
 ，其不定积分为n+1阶多项式[image: ]
 ，其中k为不定积分的常数项。原多项式及其积分多项式的多项式表示分别为P=[an
 ，an-1
 ，…，a0
 ]。

在MATLAB中，提供了polyint函数用于实现多项式的积分。函数的调用格式如下。

polyint（p，k）：返回以向量p为系数的多项式的积分，积分的常用项为k。

polyint（p）：返回以向量p为系数的多项式的积分，积分的常数项为默认。


【例4-5】
 　对多项式[image: ]
 进行积分运算。


    >>clear all;
    >>p = [3 0 -4 10 -25];
    >>q = polyint(p)
    q =          %积分多项式
        0.6000        0  -1.3333    5.0000  -25.0000        0
    >>poly2sym(q)    %积分形式
    ans =
    (3*x^5)/5 - (4*x^3)/3 + 5*x^2 - 25*x



 4.2.4　多项式的估值

根据多项式系数的行向量，可对多项式进行加、减、乘、除和求导运算，也能对它们进行估值。在MATLAB中，提供了polyval函数实现估值。函数的调用格式如下。

y=polyval（p，x）：p为多项式的系数向量，x为矩阵，它是按数组运算规则来求多项式的值。

[y，delta]=polyval（p，x，S）：使用可选的结构数组S产生由polyfit函数输出的估计参数值；delta是预测未来的观测估算的误差标准偏差。

y=polyval（p，x，[]，mu）或[y，delta]=polyval（p，x，S，mu）：使[image: ]
 替代x，在等式中，μ1
 =mean（x），μ2
 =std（x），其中心点与坐标值mu=[μ1
 ，μ2
 ]可由polyfit函数计算得出。


【例4-6】
 　利用polyval求多项式p（x）=3x2
 +2x+1在x=5，7，9处的估值。


    >>clear all;
    p = [3 2 1];
    polyval(p,[5 7 9])
    ans =
        86  162  262



 4.2.5　部分分式展开

在MATLAB中提供了residue函数用于将分式表达式进行多项式的部分分式展开。

对于[image: ]
 ，函数的调用格式如下。

[r，p，k]=residue（b，a）：求多项式之比b/a的部分分式展开，函数的返回值r为余数，p为部分分式的极点，k为常数项。如果多项式a没有重根。

其中，向量r、p的长度和向量a、b的长度有如下关系。

[image: ]


当向量b的长度小于a时，向量k中没有元素，否则应满足：

[image: ]


[b，a] = residue（r，p，k）：通过部分分式得到多项式，该多项式的形式为b＼a。


【例4-7】
 　求表达式[image: ]
 的部分分式展开式。


    >>clear all;
    b = [ 5 3 -2 7];
    a = [-4 0 8 3];
    [r, p, k] = residue(b,a)
    r =
      -1.4167
      -0.6653
        1.3320
    p =
        1.5737
      -1.1644
      -0.4093
    k =
      -1.2500
    >>[b,a] = residue(r,p,k)
    b =
      -1.2500  -0.7500    0.5000  -1.7500
    a =
        1.0000  -0.0000  -2.0000  -0.7500


所以，部分分式展开的表达式为：

[image: ]



 4.3　符号变量

在MATLAB的数据类型中，符号型与字符型是两种重要而又容易混淆的数据类型。符号运算工具箱中的一些命令，它们的参数既可以是符号型，也可以是字符型；而还有很多函数，它们的参数则必须是非符号型。鉴于符号型数据是符号运算的主要数据类型，因此在说明两种数据类型变量的创建方法和不同之处后，将只采用符号型数据作为以后所介绍函数的参数。


 4.3.1　字符型数据变量的创建

在MATLAB的工作空间中，字符型数据变量同数值型变量一样是以矩阵形式进行保存的。语法格式为：


    var='expression'



【例4-8】
 　字符型数据变量的创建。


    >>S='MATLAB'
    S =
    MATLAB
    >>X='a-b+c*d'
    X =
    a-b+c*d
    >>Y='The MathWorks'
    Y =
    The MathWorks
    >>Z='1+cos(2)/3'
    Z =
    1+cos(2)/3
    %检查前面4个字符变量的大小
    >>T=size(S)
    T =
        1    6
    >>T2=size(X)
    T2 =
        1    7
    >>T3=size(Z)
    T3 =
        1    10
    >>T4=size(Y)
    T4 =
        1    13


本例的结果充分说明了字符型变量是以矩阵的形式存储在MATLAB工作空间内的。


 4.3.2　符号型数据变量的创建

在MATLAB中，可以使用两种方式创建符号型数据变量。

1．使用sym函数创建符号变量

在MATLAB可以自己确定变量类型的情况下，可以不用sym函数来显式地生成符号表达式。但在某些情况下，特别是建立符号数组时，必须要用sym函数来将字符串转换成符号表达式。其调用格式如下。

S=sym（A）：该函数由输入参数A建立符号对象S，输出参数的类型为sym。输入参数A不带单引号，表示是一个由数字、数值矩阵或表达式转换成的符号矩阵。

Num=sym（Num，flag）：输入参数flag为转换的符号对象应该符合的格式类型。如果被转换的对象为数值对象，flag可以有如下选择。

（1）'r'：最接近有理表示，为系统默认设置。

（2）'e'：带估计误差的有理表示。

（3）'f'：十六进制浮点表示。

（4）'d'：最接近的十进制浮点精度表示。

S=sym（'A'）：输入参数A带单引号，表示A为一个字符串，输出是由字符串转换成的符号对象，符号字符串可以是常量、变量、函数或表达式。如果被转换的对象为字符串时，flag有如下几种选项。

（1）'positive'：限定输入参数A为正的实型符号变量。

（2）'real'：限定输入参数A为实型符号变量。

（3）'unreal'：限定输入参数A为非实型符号变量。

A=sym（'A'，dim）：创建矢量或矩阵的符号变量。

sym（A，'clear'）：清除假设先前设置的符号变量var。


【例4-9】
 　利用sym函数定义符号变量并进行运算。


    >>%利用sym定义符号变量
    >>x = sym('x');
    y = sym('y');
    >>%运行符号变量
    >>h_expr = @(x)(sin(x) + cos(x));
    sym_expr = sym(h_expr)
    sym_expr =
    cos(x) + sin(x)
    >>h_matrix = @(x)(x*pascal(3));
    sym_matrix = sym(h_matrix)
    sym_matrix =
    [x,  x,  x]
    [x, 2*x, 3*x]
    [x, 3*x, 6*x]


2．使用syms函数定义符号变量

sym函数一次只能定义一个符号变量，使用不方便。MATLAB提供了另一个函数syms，一次可以定义多个符号变量。在MATLAB中提倡采用syms函数进行变量的定义，因为书写简单，符合MATLAB符号运算简洁的特点。syms函数的调用格式如下。

syms var1 … varN：创建符号变量var1 … varN。

syms var1 … varN set：创建符号变量var1 … varN，并指定符号对象的格式。

（1）'positive'：限定var表示正的实型符号变量。

（2）'real'：限定var为实型符号变量。

syms var1 … varN clear：清除前面已指定的符号对象var1 … varN。

syms f（arg1，…，argN）：创建符号函数f，函数中包含符号变量arg1，…，argN。


【例4-10】
 　利用syms函数创建符号对象。


    >>syms x y real            %创建符号变量x,y，并设置符号变量为实型
    >>assumptions(x)
    assumptions(y)
    ans =
    x in R_
    ans =
    y in R_
    >>syms x y clear      %删除前面创建的符号变量x,y
    assumptions
    ans =
    [empty sym]
    >>syms x                  %创建符号变量x
    f(x) = [x x^2; x^3 x^4];        %创建符号函数f
    >>f(2)    %求函数上点x=2的值
    ans =
    [2,  4]
    [8, 16]
    >>y = f([1 2; 3 4])  %计算x=[1 2;3 4]的符号函数f的值
    y =
        [2x2 sym]    [2x2 sym]
        [2x2 sym]    [2x2 sym]
    %使用大括号，访问单元阵列的每个单元格中的内容: 
    >>y{1}
    ans =
    [1, 2]
    [3, 4]
    >>y{2}
    ans =
    [1,8]
    [ 27, 64]
    >>y{3}
    ans =
    [1,  4]
    [9, 16]
    >>y{4}
    ans =
    [1,  16]
    [81, 256]



 4.3.3　符号变量的基本操作

在MATLAB中，符号变量与变量一样，也有相关的操作。

1．寻找符号变量

在MATLAB中，可以使用findsym函数找出一个表达式中存在哪些符号变量，例如，给定由符号变量定义的符号表达式f和g，其中f=ex
 ，g=sin（ax+b），那么，使用findsym（f）和findsym（g）可以分别找出两个表达式的符号变量。此外，对于任意表达式s，使用findsym（s，n）可以找出表达式s中n个与x接近的变量。


【例4-11】
 　利用findsym函数查找符号变量。


    >>clear all;
    A=sym('[a b c d;g h i j;m n o p;s t v w]')    %创建符号表达式
    A =
    [a, b, c, d]
    [g, h, i, j]
    [m, n, o, p]
    [s, t, v, w]
    >>findsym(A)      %返回符号表达式A的所有变量
    ans =
    a,b,c,d,g,h,i,j,m,n,o,p,s,t,v,w
    >>findsym(A,1)      %返回符号表达式A的第一个变量
    ans =
    w
    >>findsym(A,2)      %返回符号表达式A的前两个变量
    ans =
    w,v
    >>%如果符号表达式A为下面的表达式，注意观察MATLAB选取自由变量的规则
    A=sym('[a b c d;g h i j;m n o p;x t v w]')
    A =
    [a, b, c, d]
    [g, h, i, j]
    [m, n, o, p]
    [x, t, v, w]
    >>findsym(A,1)      %返回符号表达式A的第一个变量
    ans =
    x
    >>findsym(A,2)      %返回符号表达式A的前两个变量
    ans =
    x,w


由以上结果可知，MATLAB中符号表达式中的自由变量选择需要遵循以下两条原则。

（1）小写字母i不能作为自由变量；

（2）符号表达式中如果有多个字符变量，则首先选择x作为自由变量；如果没有x，则选择在字母顺序中最接近x的字符变量；如果与x相同距离，则在x后面的优先；大写字母比所有小写字母都靠后。

2．任意精度的符号表达式

在MATLAB中，提供了digits和vpa这两个函数来实现任意精度的符号运算。

1）digits函数

digits函数设定所用数值的精度。函数的调用格式如下。

digits：显示当前采用的数值计算精度。

digits（d）：符号对象的近似解的精度变为d位有效数字，参数d的默认值为32位。

d=digits：得到当前采用的数值计算的精度。


【例4-12】
 　利用digits函数进行精度控制。


    >>clear all;
    >>digits        %默认精度
    Digits = 32
    >>a1=sym(1.6,'d')
    a1 =
    1.6000000000000000888178419700125
    >>digits(42)  %设置精度为42
    >>digits
    Digits = 42
    >>a2=sym(1.6,'d')
    a2 =
    1.60000000000000008881784197001252323389053


在程序中，利用digits函数进行数值精度的设置。系统默认值为32位，程序中将其改为42位，并进行输出。

2）vpa

vpa函数用于进行可控精度运算。函数的调用格式如下。

R=vpa（A）：计算符号矩阵A的近似解，精度为函数digits（d）指定的有效位数。

R=vpa（A，d）：计算符号矩阵A的近似解，有效位数由参数d决定。


【例4-13】
 　利用函数vpa进行精度控制。


    >>clear all;
    >>a=vpa(hilb(2))      %系统默认
    a =
    [ 1.0,                                0.5]
    [ 0.5, 0.33333333333333333333333333333333]
    >>b=vpa(hilb(3),6)  %设置为6位
    b =
    [      1.0,      0.5, 0.333333]
    [      0.5, 0.333333,    0.25]
    [ 0.333333,    0.25,      0.2]
    >>c=vpa(pi)  %默认
    c =
    3.1415926535897932384626433832795
    >>c=vpa(pi,88)  %设置为88位
    c =
    3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816406286208998628035


3．数值型变量与符号变量的转换

对于任意数值型变量t，使用sym函数可以将其转换为4种形式的符号变量，分别为有理数形式sym（t）或sym（t，'r'）、浮点数形式sym（t，'r'）、指数形式sym（t，'e'）和数值精度形式sym（t，'d'）。


【例4-14】
 　数值型变量与符号型变量的转换。


    >>t=0.0001
    t =
      1.0000e-04
    >>sym(t)
    ans =
    1/10000
    >>sym(t,'r')
    ans =
    1/10000
    >>sym(t,'f')
    ans =
    7378697629483821/73786976294838206464
    >>sym(t,'e')
    ans =
    eps/46335 + 1/10000
    >>sym(t,'d')
    ans =
    0.00010000000000000000479217360238593


在MATLAB中默认的精度是32位，因此，上面的显示值也是具有32位精度。此外，也可以使用上述方法将数值型矩阵转换为符号型矩阵。


注意：
 此时只能将其转换为有理数形式，如果用户想转换为其他三种类型，MATLAB将给出错误提示。例如：


    >>clear all;
    >>A=hilb(5)
    A =
        1.0000    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000
        0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667
        0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429
        0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250
        0.2000    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111
    >>A=sym(A)
    A =
    [  1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5]
    [ 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6]
    [ 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 1/7]
    [ 1/4, 1/5, 1/6, 1/7, 1/8]
    [ 1/5, 1/6, 1/7, 1/8, 1/9]
    >>A=sym(A,'d')
    Error using sym/assume (line 481)
    Expected input to match one of these strings:
    'integer', 'rational', 'real', 'positive', 'clear', 'unreal'
    The input, 'd', did not match any of the valid strings.
    Error in sym(line 159)
                        assume(S, n);
    >>A=sym(A,'f')
    Error using sym/assume(line 481)
    Expected input to match one of these strings:
    'integer', 'rational', 'real', 'positive', 'clear', 'unreal'
    The input, 'f', did not match any of the valid strings.
    Error in sym(line 159)
                        assume(S, n);
    >>A=sym(A,'e')
    Error using sym/assume(line 481)
    Expected input to match one of these strings:
    'integer', 'rational', 'real', 'positive', 'clear', 'unreal'
    The input, 'e', did not match any of the valid strings.
    Error in sym(line 159)
                        assume(S, n);



 4.4　符号表达式与符号方程创建

创建符号表达式和符号方程的目的就是将表达式和方程赋给一个变量，这个变量也就成了符号变量。而引入这个符号变量后，再引用相应的表达式和方程就方便多了，不必再一个个重新输入。


 4.4.1　符号表达式的创建

经常使用的符号表达式的创建方法有两种，它们各有自己的优点和缺点，因此需要根据不同的使用场合选择使用。

1．使用sym创建符号表达式

使用sym函数创建符号表达式有两种定义方式，一是使用sym函数将式中的每一个变量定义为符号变量；二是使用sym函数将整个表达式集体定义。但是，在使用第二种方法时，虽然也生成了与第一种方法相同的表达式，但是并没有将里边的变量也定义为称号变量。

使用sym函数直接创建符号表达式的方法不需要在前面有任何说明，因此非常快捷。但在此创建过程中，包含在表达式内的符号变量并未得到说明，也就不存在于工作空间中。


【例4-15】
 　利用sym创建符号表达式。


    >>a=sym('a');
    >>b=sym('b');
    >>c=sym('c');
    >>x=sym('x');
    >>g=a*x^2+b*x+c
    g =
    a*x^2 + b*x + c


由例4-15可看出，符号表达式创建成功并将其赋予了变量g。也可以采用整体定义法，此时将整个表达式用单引号括起来，再用sym函数加以定义，例如：


    >>g=sym('a*x^2+b*x+c')
    g =
    a*x^2 + b*x + c
    >>f=g^2-g*3+4
    f =
    (a*x^2 + b*x + c)^2 - 3*b*x - 3*a*x^2 - 3*c + 4



注意：
 用到sym函数的时候，由于在sym函数内，表达式和方程式都对空格是敏感的，因此，不用随意添加空格符到式中，以免影响以后的运算结果。

2．使用syms函数创建表达式

syms函数比sym函数要更为强大，它可以一次创建任意多个符号变量。而且，syms函数的使用格式也很简单，使用格式为：


　　syms var1 var2 var3…


这种创建方法与sym函数相反。它需要在具体创建一个符号表达式前，就将这个表达式所包含的全部符号变量创建完毕。但在创建这个表达式时，只需按给其赋值时的格式输入即可完成。


【例4-16】
 　用syms函数创建符号表达式。


    >>syms a b c x
    >>g=sym('a*x^2+b*x+c')
    g =
    a*x^2 + b*x + c
    >>f=g^2-g*3+4
    f =
    (a*x^2 + b*x + c)^2 - 3*b*x - 3*a*x^2 - 3*c + 4



 4.4.2　创建符号方程

符号方程与符号表达式的区别在于表达式是一个由数字和变量组成的代数式，而方程则是由函数和等号组成的等式。在MATLAB中，生成符号方程的方式与使用sym函数生成符号表达式类似，但是不能采用直接生成法生成符号函数。


【例4-17】
 　利用sym函数来创建符号矩阵。


    >>clear all;
    >>A=sym('[cos(2*x) tan(x);2*sin(x) exp(x^2);log(tanh(y)) x^3+2*x]')
    A =
    [    cos(2*x),    tan(x)]
    [    2*sin(x),  exp(x^2)]
    [ log(tanh(y)), x^3 + 2*x]



 4.4.3　符号表达式的操作

用户可以对符号表达式进行各种操作，包括四则运算、合并同类项、多项式分解和简化等。

1．符号表达式的四则运算

符号表达式也与通常的算术式一样，可以进行四则运算。


【例4-18】
 　符号表达式的四则运算。


    >>syms a b x y
    >>f=sin(x)-cos(y)
    f =
    sin(x) - cos(y)
    >>f2=a+b-x
    f2 =
    a + b - x
    >>f-f2
    ans =
    x - b - a - cos(y) + sin(x)
    >>f*f2
    ans =
    -(cos(y) - sin(x))*(a + b - x)


2．合并同类项

在MATLAB中，使用collect函数可以合并符号表达式中的同类项。函数的调用格式如下。

R=collect（S）：使用findsym函数规定的默认变量合并符号同类项。

R=collect（S，v）：将符号矩阵S中所有同类项合并，并以v为符号变量输出。


【例4-19】
 　符号表达式的合并同类项运算。


    >>collect(x^2*y + y*x - x^2 - 2*x, x)
    ans =
    (y - 1)*x^2 + (y - 2)*x
    >>collect(x^2*y + y*x - x^2 - 2*x, y)
    ans =
    (x^2 + x)*y - x^2 - 2*x
    >>collect(2*x*i - 3*i*y, i)
    ans =
    (2*x - 3*y)*1i
    >>collect(x*pi*(pi - y) + x*(pi + i) + 3*pi*y, pi)
    ans =
    x*pi^2 + (x + 3*y - x*y)*pi + x*1i


3．因式分解

在MATLAB中，提供了horner函数进行符号多项式的合并。函数的调用格式如下。

horner（P）：将每个多项式转换为它们各自的嵌套形式，P为符号多项式矩阵。


【例4-20】
 　符号表达式的因式分解。


    >>syms x y
    >>horner(x^3 - 6*x^2 + 11*x - 6)
    ans =
    x*(x*(x - 6) + 11) - 6
    >>horner([x^2 + x; y^3 - 2*y])
    ans =
      x*(x + 1)
    y*(y^2 - 2)


4．符号表达式的化简

在MATLAB中，使用simplify函数可以进行符号表达式的化简。函数的调用格式如下。

B=simplify（A）：将符号表达式A中的每一个元素都进行简化。

B=simplify（A，S）：对表达式A化简S步，参数S的默认值为50。

该函数的缺点是即使多次运用此函数也不一定得到最简形式。


【例4-21】
 　利用simplify函数对符号表达式进行化简。


    >>syms x;
    >>f1=(1/x-3/x^2+5/x-9)^(1/3)
    f1 =
    (6/x - 3/x^2 - 9)^(1/3)
    >>s=simplify(f1)
    s =
    (-(3*(3*x^2 - 2*x + 1))/x^2)^(1/3)
    >>s2=simplify(s)
    s2 =
    (-(3*(3*x^2 - 2*x + 1))/x^2)^(1/3)
    >>simplify(sin(x)^2+cos(x)^2)
    ans =
    1


5．替换求值

使用subs函数可以将符号表达式中的字符型变量用数值型变量替换。函数的调用格式如下。

R=subs（S）：用函数中的值或MATLAB工作区间的值替代符号表达式S中的所有变量，如果没有指定某符号变量的值，则返回值中的该符号变量不被替换。

R=subs（S，new）：用新的符号变量new代替原来的符号表达式S中的默认变量。

R=subs（S，old，new）：用新的符号变量new替换原来符号表达式S中的变量old，当new是数值形式的符号时，实际上用数值替换原来的符号计算表达式的值，结果仍为字符串形式。


【例4-22】
 　利用subs函数替换符号表达式中的变量。


    >>syms a b x y t
    subs(a + b, a, 4)    %用数值4替换a 
    ans =
    b + 4
    >>subs(x + y, a)
    ans =
    a + y
    >>subs(cos(a) + sin(b), [a, b], [sym('alpha'), 2])
    ans =
    sin(2) + cos(alpha)
    >>subs(cos(a) + sin(b), {a, b}, {sym('alpha'), 2})
    ans =
    sin(2) + cos(alpha)
    >>subs(exp(a*t) + 1, a, -magic(3))
    ans =
    [ exp(-8*t) + 1,  exp(-t) + 1, exp(-6*t) + 1]
    [ exp(-3*t) + 1, exp(-5*t) + 1, exp(-7*t) + 1]
    [ exp(-4*t) + 1, exp(-9*t) + 1, exp(-2*t) + 1]
    >>subs(x*y, {x, y}, {[0 1; -1 0], [1 -1; -2 1]})
    ans =
    [ 0, -1]
    [ 2,   0]


利用subs函数进行多个符号的数值替换，需要将变量用“｛｝”括起来。同时，也可以将符号变量替换为矩阵。

6．反函数

反函数运算是符号运算的重要组成部分，在MATLAB中，使用finverse函数来实现对符号函数的反函数运算。函数的调用格式如下。

g=finverse（f）：g为符号函数f的反函数。f为一符号函数表达式，单变量为x。则函数g为一符号函数使得g（f（x））=x。

g=finverse（f，v）：返回的符号函数表达式的自变量为v，这里v为一符号，是表达式的向量变量。则g的表达式要使得g（f（v））=v。当f包括不止一个变量时最好使用此型。


【例4-23】
 　符号函数的反函数运算。


    >>syms x u v;
    >>f(x) = 1/tan(x);
    g = finverse(f)                    %默认以x为自变量
    g(x) =
    atan(1/x)
    >>finverse(exp(u - 2*v), u)      %以u为自变量
    ans =
    2*v + log(u)


在程序中，利用函数finverse求反函数。如果反函数不唯一，将会出现警告信息。如果输入参数包含不止一个变量，最好指定一个变量为自变量。

7．复合函数运算

在科学计算中，经常要遇到求解复合函数的情况，如函数z=f（y），而该函数的自变量y又是另外一个函数，y=g（x）也就是z=f（g（x）），此时，求z对x的函数的过程就是求解复合函数的过程。

在MATLAB中，提供了专门用于进行复合函数运算的函数compose。函数的调用格式如下。

compose（f，g）：返回f=f（x）和g=g（x）时的复合函数f（g（y））。其中，x为由函数findsym确定的f的符号变量，y为由函数findsym确定的g的符号变量。

compose（f，g，z）：返回f=f（x）和g=g（y）时的复合函数f（g（z）），返回函数以z为自变量。例如，如果f=cos（x/t），那么函数compose（f，g，z）将返回cos（g（z）/t）。

compose（f，g，x，z）：返回复合函数f（g（z）），x为函数f的独立变量。例如，如果f=cos（x/t），那么函数compose（f，g，x，z）将返回cos（g（z）/t），并且函数compose（f，g，t，z）将返回cos（x/g（z））。

compose（f，g，x，y，z）：返回复合函数f（g（z）），并且x为函数f的独立变量，y为函数g的独立变量。例如，如果f=cos（x/t），并且g=sin（y/u），那么函数compose（f，g，x，y，z）将返回cos（sin（z/u）/t），并且函数compose（f，g，x，u，z）将返回cos（sin（y/z）/t）。


【例4-24】
 　复合函数运算。


    >>clear all;
    >>syms x y z t u;
    >>f=1/(x^2-1)
    f =
    1/(x^2 - 1)
    >>g=sin(y)
    g =
    sin(y)
    >>h=x^t
    h =
    x^t
    >>p=exp(y/u)
    p =
    exp(y/u)
    >>compose(f,g)
    ans =
    1/(sin(y)^2 - 1)
    >>compose(f,g,t)
    ans =
    1/(sin(t)^2 - 1)
    >>compose(h,g,t,z)
    ans =
    x^sin(z)
    >>compose(h,p,x,y,z)
    ans =
    exp(z/u)^t
    >>compose(h,p,t,u,z)
    ans =
    x^exp(y/z)



 4.5　符号矩阵的创建

在MATLAB中，符号矩阵的生成与数值矩阵的相关操作很相似，但是要用到符号定义函数sym。


 4.5.1　用sym创建符号矩阵

所创建的符号矩阵的元素可以是任何符号变量及符号表达式和方程，矩阵行之间以分号隔断，各矩阵元素之间可以使用空格或逗号分隔；各符号表达式的长度可以不同；矩阵元素可以是任意的符号函数。


【例4-25】
 　利用sym直接创建符号矩阵。


    >>M=sym('[5/x 2+cos(x) x-y;1+y,x/y,sin(y);x^3-2,3+2,6/y]')
    M =
    [    5/x, cos(x) + 2,  x - y]
    [  y + 1,        x/y, sin(y)]
    [ x^3 - 2,          5,    6/y]


上面的程序中，使用了空格、逗号作为矩阵元素之间的分隔，且各符号表达式的长度既可以相同也可以不同。在实际使用中，为了格式与页面的整洁，建议只采用一种分隔方法。


 4.5.2　数值矩阵转换为符号矩阵

由于数值型和符号型是MATLAB的两种不同数据类型，因此在MATLAB中，分属于这两个数据类型的变量之间不能直接运算，而是在MATLAB的工作空间内将数值型变量转换为符号型变量后进行计算。这个转化过程就是在系统内部自动完成的，也可通过命令将数值量转化为符号量，并将这个新产生的符号量赋值给另一个变量，以利于后面的计算。

将一个数值矩阵M转化为符号矩阵S的形式为：

S=sym（M）


【例4-26】
 　将数值矩阵转化为符号矩阵。


    >>clear all;
    >>M=magic(6)
    M =
        35    1    6    26    19    24
        3    32    7    21    23    25
        31    9    2    22    27    20
        8    28    33    17    10    15
        30    5    34    12    14    16
        4    36    29    13    18    11
    >>S=sym(M)
    S =
    [ 35,  1,  6, 26, 19, 24]
    [  3, 32,  7, 21, 23, 25]
    [ 31,  9,  2, 22, 27, 20]
    [  8, 28, 33, 17, 10, 15]
    [ 30,  5, 34, 12, 14, 16]
    [  4, 36, 29, 13, 18, 11]
    >>whos
      Name      Size            Bytes  Class    Attributes
      M        6x6              288  double
      S        6x6                60  sym


说明：不管原来数值矩阵M是以分数还是浮点数形式赋值的，当它被转化为符号矩阵后，都将以最接近原数的精确有理数形式给出，例如：


    >>M=[1.3,4/5,3.67;pi,4^0.1,1/3;sin(2),log(5),1/9]
    M =
        1.3000    0.8000    3.6700
        3.1416    1.1487    0.3333
        0.9093    1.6094    0.1111
    >>S=sym(M)
    S =
    [                  13/10,                              4/5, 367/100]
    [                    pi, 5173277483525749/4503599627370496,    1/3]
    [4095111552621091/4503599627370496,7248263982714163/4503599627370496,  1/9]



 4.5.3　利用通式创建符号矩阵

如果要创建一个如下形式的矩阵M：

M =

[image: ]


如果一项一项地输入，太烦琐了。而此矩阵M还是有些规律的，处于第r行第c列的元素为：

M（r，c）=1/（（1×r-4+c）^2+a^（4×r-4+c））

可以利用这个规律，创造一个函数来实现这个指令：

function M=symmat（row，column，f）

％symmat函数是利用通式来创建符号矩阵。

％symmat（row，column，f）参数row、column分别是待创建符号矩阵的行数和列

％数，f则为矩阵元素的过式。


    for R=1:row
        for C=1:column
            c=sym(C);
            r=sym(R);
            M(R,C)=subs(sym(f));
        end
    end


在这个函数中，以“％”提示的内容是本函数的说明和帮助部分。通过这几行文字，可以知道该函数所需的参数及其含义，而且可以用help命令来单独查阅该函数的说明信息。


【例4-27】
 　利用矩阵元素的通式创建符号矩阵。


    >>clear
    >>syms x y c r
    >>a=sin(c+(r-1)*2);
    >>b=exp(r+(c-2)*3);
    >>c=(c+(r-3)*4)*x+(r+(c-2)*5)*y;
    >>A=symmat(3,3,a)
    A =
    [ sin(1), sin(2), sin(3)]
    [ sin(3), sin(4), sin(5)]
    [ sin(5), sin(6), sin(7)]
    >>B=symmat(4,3,b)
    B =
    [ exp(-2), exp(1), exp(4)]
    [ exp(-1), exp(2), exp(5)]
    [      1, exp(3), exp(6)]
    [  exp(1), exp(4), exp(7)]
    >>C=symmat(5,5,c)
    C =
    [ - 7*x - 4*y,    y - 6*x,  6*y - 5*x,  11*y - 4*x,  16*y - 3*x]
    [ - 3*x - 3*y,  2*y - 2*x,    7*y - x,        12*y,    x + 17*y]
    [    x - 2*y,  2*x + 3*y,  3*x + 8*y,  4*x + 13*y,  5*x + 18*y]
    [    5*x - y,  6*x + 4*y,  7*x + 9*y,  8*x + 14*y,  9*x + 19*y]
    [        9*x, 10*x + 5*y, 11*x + 10*y, 12*x + 15*y, 13*x + 20*y]


由于在函数symmat中，采用了M（R，C）=subs（sym（f））的方法，因此当f为字符参数时，symmat函数同样可以给出正确答案，例如：


    >>A=symmat(3,3,'sin(c*(r-1)*2)')
    A =
    [      0,      0,      0]
    [ sin(2), sin(4),  sin(6)]
    [ sin(4), sin(8), sin(12)]
    >>B=symmat(4,3,'exp(r+(c-2)*3)')
    B =
    [ exp(-2), exp(1), exp(4)]
    [ exp(-1), exp(2), exp(5)]
    [      1, exp(3), exp(6)]
    [  exp(1), exp(4), exp(7)]
    >>C=symmat(5,5,'(c+(r-3)*4)*x+(r+(c-2)*5)*y')
    C =
    [ - 7*x - 4*y,    y - 6*x,  6*y - 5*x,  11*y - 4*x,  16*y - 3*x]
    [ - 3*x - 3*y,  2*y - 2*x,    7*y - x,        12*y,    x + 17*y]
    [    x - 2*y,  2*x + 3*y,  3*x + 8*y,  4*x + 13*y,  5*x + 18*y]
    [    5*x - y,  6*x + 4*y,  7*x + 9*y,  8*x + 14*y,  9*x + 19*y]
    [        9*x, 10*x + 5*y, 11*x + 10*y, 12*x + 15*y, 13*x + 20*y]



 4.5.4　符号矩阵的四则运算

符号变量A和B的四则运算有以下几种。

（1）A+B和A-B：实现符号矩阵的加法和减法。如果A和B为同类型的矩阵（具有相同的行数和列数），则分别令对应的元素进行加减运算。如果A和B中有一个为标量，则矩阵中的每一个元素和该标量进行加法或减法运算。

（2）A*B：实现矩阵A和B的乘法，则将矩阵中的每一个元素乘以该标量。同样，如果是A和B中有一个为标量，则将矩阵中的每一个元素乘以该标量。同样，如果是B*A，则要求矩阵B的列数等于矩阵A的行数，否则，系统将提示出错信息。

（3）A＼B：实现矩阵的左除法。X=A＼B为符号线性方程组A*X=B的解。另外，A＼B近似等于inv（A）*B。如果X不存在或不唯一，则系统显示警告信息。

（4）B/A：实现矩阵的右除法。X=B/A为符号线性方程组X*A=B的解。B/A近似为B*inv（A），如果X不存在或不唯一，则系统显示警告信息。


【例4-28】
 　对所创建的符号矩阵进行四则运算。


    >>syms a b c d e f g h u v;
    >>A=[a,b;c,d];B=[e,f;g,h];C=[u;v];
    >>A+B                  %符号矩阵的加运算
    ans =
    [ a + e, b + f]
    [ c + g, d + h]
    >>A-B          %符号矩阵的减运算
    ans =
    [ a - e, b - f]
    [ c - g, d - h]
    >>A*C          %符号矩阵的乘运算
    ans =
    a*u + b*v
    c*u + d*v
    >>A＼C, A/C      %符号矩阵的除运算，矩阵右除要求C的列数与A的行数相等
    ans =
    -(b*v - d*u)/(a*d - b*c)
      (a*v - c*u)/(a*d - b*c)
    ??? Error using ==> mupadmex
    Error in MuPAD command: illegal operands [linalg::SSSGaussJordan]
    Error in ==> sym.sym>sym.mrdivide at 282
                X = mupadmex('symobj::mrdivide',A.s,B.s);
    >>A*B,A.*B        %符号矩阵的乘与点乘运算
    ans =
    [ a*e + b*g, a*f + b*h]
    [ c*e + d*g, c*f + d*h]
    ans =
    [ a*e, b*f]
    [ c*g, d*h]
    >>A.^2,A^2
    ans =
    [ a^2, b^2]
    [ c^2, d^2]
    ans =
    [ a^2 + b*c, a*b + b*d]
    [ a*c + c*d, d^2 + b*c]
    >>A.',A'
    ans =
    [ a, c]
    [ b, d]
    ans =
    [ conj(a), conj(c)]
    [ conj(b), conj(d)]



注意：
 “．'”不是按位运算符，而是矩阵转置。


 4.5.5　符号数组的四则运算

（1）A．*B命令用于符号数组的乘法运算。A．*B为按参量A与B对应的分量进行相乘。A与B必须为同型矩阵，或至少有一个为标量。即[image: ]
 [image: ]
 ，则[image: ]
 。

（2）A．/B命令用于数组的右除法运算。A．/B为按对应的分量进行相除。如果A与B为同型阵列时，[image: ]
 ，则[image: ]
 [image: ]
 。如果A与B中至少有一个为标量，则把标量扩大为与另一个同型的阵列，再按对应的分量进行操作。

（3）A．＼B命令用于数组的左除法运算。A．＼B为按对应的分量进行相除。如果A与B为同型阵列时，[image: ]
 ，则[image: ]
 [image: ]
 。如果A与B中至少有一个为标量，则把标量扩大为与另一个同型的阵列，再按对应的分量进行操作。


【例4-29】
 　符号数组的四则运算。


    >> clear all;
    >> M=sym('[1,3,4;x,y,z;a+b,a-c,c]')
    M =
    [    1,    3, 4]
    [    x,    y, z]
    [ a + b, a - c, c]
    >> n=sym('[1/x,x*2,x^2,x*y;a,b,c,d;1,2,3,4]')
    n =
    [ 1/x, 2*x, x^2, x*y]
    [  a,  b,  c,  d]
    [  1,  2,  3,  4]
    %符号矩阵运算
    >> M*n
    ans =
    [3*a + 1/x + 4,  3*b + 2*x + 8,      x^2 + 3*c + 12,    3*d + x*y + 16]
    [z + a*y + 1,  2*x^2 + 2*z + b*y, x^3 + 3*z + c*y,    y*x^2 + 4*z + d*y]
    [ c + a*(a - c) + (a + b)/x, 2*c + b*(a - c) + 2*x*(a + b), (a + b)*x^2 + 3*c + c*(a - c), 4*c + d*(a - c) + x*y*(a + b)]
    %进行数组运算，即出现错误
    >> M.*n
    Error using symengine (line 59)
    Array sizes must match.
    Error in sym/privBinaryOp (line 903)
                Csym = mupadmex(op,args{1}.s, args{2}.s, varargin{:});
    Error in  .*  (line 238)
            X = privBinaryOp(A, B, 'symobj::zip', '_mult');
    >> N=sym('[1/x,x*2,x^2;x,y,z;1,2,3]')
    N =
    [ 1/x, 2*x, x^2]
    [  x,  y,  z]
    [  1,  2,  3]
    >> M.*N  %同维数组进行运算
    ans =
    [  1/x,      6*x, 4*x^2]
    [  x^2,      y^2,  z^2]
    [ a + b, 2*a - 2*c,  3*c]



 4.5.6　矩阵和数组的转置运算

（1）A'命令可以实现矩阵的Hermition转置。如果A为复数矩阵，则A'为复数矩阵的共轭转置。即如果[image: ]
 ，则[image: ]
 。

（2）A．'数组转置。A．'为真正的矩阵转置，其没有进行共轭转置。


【例4-30】
 　符号和数组的转置运算。


    >> syms w x y z a b c d
    >> m=[1,3,4,5;w,x,y,z;a,b,c,d]
    m =
    [ 1, 3, 4, 5]
    [ w, x, y, z]
    [ a, b, c, d]
    >> m'
    ans =
    [ 1, conj(w), conj(a)]
    [ 3, conj(x), conj(b)]
    [ 4, conj(y), conj(c)]
    [ 5, conj(z), conj(d)]
    >> m.'
    ans =
    [ 1, w, a]
    [ 3, x, b]
    [ 4, y, c]
    [ 5, z, d]


以上所求为矩阵m的Hermition转置矩阵，由于w、x、y、z、a、b、c和d都是符号变量，系统无法给出具体值，只能用conj（x）等值给出。


 4.5.7　矩阵和数组的幂运算

（1）A^B命令可以实现矩阵的幂运算。计算矩阵A的整数B次方幂。如果A为标量而B为方阵，A^B用方阵B的特征值与特征向量计算数值。如果A与B同时为矩阵，则返回一错误信息。

（2）A．^B命令可以实现数值的幂运算。A．^B为按A与B对应的分量进行幂计算。如果A与B为同型阵列时，[image: ]
 ，则[image: ]
 [image: ]
 。如果A与B中至少有一个为标量，则把标量扩大为与另一个同型的阵列，再按对应的分量进行操作。


【例4-31】
 　符号数组和符号矩阵的幂运算。


    >> clear all;
    >> a=sym('[1/x,x,x^2,x^4;w,x,y,z;1,3,5,7]')
    a =
    [ 1/x, x, x^2, x^4]
    [  w, x,  y,  z]
    [  1, 3,  5,  7]
    >> b=sym('[5 7 9 11;h,i,j,k;3*pi,5.2,3,7;3 4 7 8]')
    b =
    [    5,  7, 9, 11]
    [    h,  i, j,  k]
    [ 3*pi, 5.2, 3,  7]
    [    3,  4, 7,  8]
    >> b^2
    ans =
    [27*pi + 7*h + 58, 7*i + 125.8,            7*j + 149,              7*k + 206]
    [ 5*h + 3*k + 3*pi*j + h*i, i^2 + 7*h + 5.2*j + 4*k, 9*h + 3*j + 7*k + i*j, 11*h + 7*j + 8*k + i*k]
    [24*pi + 5.2*h + 21, 21*pi + 5.2*i + 43.6, 27*pi + 5.2*j + 58,  33*pi + 5.2*k + 77]
    [21*pi + 4*h + 39, 4*i + 89.4,      4*j + 104,              4*k + 146]
    >> a^2
    Error using symengine (line 59)
    Not a square matrix.
    Error in sym/privBinaryOp (line 903)
                Csym = mupadmex(op,args{1}.s, args{2}.s, varargin{:});
    Error in  ^  (line 254)
            B = privBinaryOp(A, p, 'symobj::mpower');
    >> a.^2
    ans =
    [ 1/x^2, x^2, x^4, x^8]
    [  w^2, x^2, y^2, z^2]
    [    1,  9,  25,  49]
    >> b.^2
    ans =
    [    25,    49,  81, 121]
    [    h^2,  i^2, j^2, k^2]
    [ 9*pi^2, 27.04,  9,  49]
    [      9,    16,  49,  64]


由以上可见，由于a矩阵不是方阵，无法进行矩阵的幂运算，系统将提示出错警告。


 4.5.8　逆矩阵

在MATLAB中，采用inv函数求方阵的逆矩阵，该函数的调用格式如下。

Y=inv（X）：求方阵X的逆矩阵，返回值为Y。当方阵X奇异或范数非常小时，系统将提示出错信息。


【例4-32】
 　利用inv函数求符号矩阵的逆矩阵。


    >> A = sym([2,-1,0;-1,2,-1;0,-1,2]);
    inv(A)
    ans =
    [ 3/4, 1/2, 1/4]
    [ 1/2,  1, 1/2]
    [ 1/4, 1/2, 3/4]
    >> syms a b c d
    A = [a b; c d];
    inv(A)
    ans =
    [  d/(a*d - b*c), -b/(a*d - b*c)]
    [ -c/(a*d - b*c),  a/(a*d - b*c)]
    >> inv(sym(hilb(4)))
    ans =
    [    16,  -120,    240,  -140]
    [ -120,  1200, -2700,    1680]
    [  240, -2700,  6480, -4200]
    [ -140,  1680, -4200,    2800]



 4.5.9　行列式

在MATLAB中，提供了det函数用于求符号矩阵的行列式。函数的调用格式如下。

r=det（A）：求符号方阵的行列式。


【例4-33】
 　求符号矩阵的行列式。


    >> syms a b c d
    det([a, b; c, d])
    ans =
    a*d - b*c
    >> A = sym([2/3 1/3; 1 1])
    r = det(A)
    A =
    [ 2/3, 1/3]
    [  1,  1]
    r =
    1/3



 4.5.10　符号矩阵的秩

在MATLAB中，提供了rank函数计算符号矩阵的秩。函数的调用格式如下。

rank（A）：求符号矩阵的秩。秩为矩阵A中线性无关的行或列的个数。


【例4-34】
 　求符号矩阵的秩。


    >> clear all;
    >> syms x y;
    >> f1=sym('[1,x^3-1,x;exp(x),sin(x),5;x+y,x,y]')
    f1 =
    [      1, x^3 - 1, x]
    [ exp(x),  sin(x), 5]
    [  x + y,      x, y]
    >> rank(f1)  %符号矩阵的秩
    ans =
    3
    >> f2=sym('[1,x^2,3;exp(x),sin(x),x-y]')
    f2 =
    [      1,    x^2,    3]
    [ exp(x), sin(x), x - y]
    >> rank(f2)
    ans =
    2



 4.5.11　符号矩阵特征值分解

在MATLAB中，采用eig函数求符号矩阵的特征值和特征向量。函数的调用格式如下。

lambda = eig（A）：求符号方阵A的特征值，返回值为由特征值组成的向量。

[V，D] = eig（A）：计算符号方阵A的特征值和特征向量，返回值V和D为两个方阵。方阵V的每一列为一个特征向量，方阵D为对角矩阵，对角线上的元素为特征值。

[V，D，P] = eig（A）：P为返回的单位矩阵，满足A*V = V*D（P，P）。

lambda = eig（vpa（A））或[V，D] = eig（vpa（A））：采用vpa将符号型变量转换为数值型，从而得到特征值的具体数值。


【例4-35】
 　对符号方阵进行特征值分解。


    >> clear all;
    >> M = sym(magic(5));
    eig(M)
    ans =
                                    65
      (625/2 - (5*3145^(1/2))/2)^(1/2)
      ((5*3145^(1/2))/2 + 625/2)^(1/2)
    -(625/2 - (5*3145^(1/2))/2)^(1/2)
    -((5*3145^(1/2))/2 + 625/2)^(1/2)
    >> M = sym(magic(5));
    eig(vpa(M))
    ans =
                                  65.0
      21.276765471473795530626426697974
      13.126280930709218802525643085949
    -13.126280930709218802525643085949
    -21.276765471473795530626426697974
    >> A = sym(gallery(5))
    [v, lambda] = eig(A)
    A =
    [  -9,    11,  -21,      63,  -252]
    [  70,  -69,    141,  -421,    1684]
    [-575,  575, -1149,    3451, -13801]
    [ 3891, -3891,  7782, -23345,  93365]
    [ 1024, -1024,  2048,  -6144,  24572]
    v =
          0
      21/256
    -71/128
    973/256
          1
    lambda =
    [ 0, 0, 0, 0, 0]
    [ 0, 0, 0, 0, 0]
    [ 0, 0, 0, 0, 0]
    [ 0, 0, 0, 0, 0]
    [ 0, 0, 0, 0, 0]



 4.5.12　符号矩阵约当标准型

对矩阵进行相似变换时，会产生约当标准型。对于矩阵A，求它的标准型，就是找个非奇异矩阵V，使J=V＼A*V最接近对角矩阵，其中矩阵V为转换矩阵。在MATLAB中，提供了jordan函数来计算符号矩阵的约当标准型。函数的调用格式如下。

J=jordan（A）：计算矩阵符号矩阵A的约当标准型J，输入参数A可以是数值矩阵，也可以是符号矩阵。

[V，J]=jordan（A）：除了计算约当标准型之外，还返回相应的转换矩阵。


【例4-36】
 　求符号矩阵的约当标准型。


    >> clear all;
    >> A = sym([12,32,66,116;-25,-76,-164,-294;
            21,66,143,256;-6,-19,-41,-73])        %符号矩阵
    A =
    [  12,    32,    66,    116]
    [ -25,     -76,     -164,     -294]
    [  21,    66,    143,    256]
    [  -6,     -19,    -41,    -73]
    >> J=jordan(A)    %符号矩阵的约当标准型
    J =
    [ 1, 1, 0, 0]
    [ 0, 1, 0, 0]
    [ 0, 0, 2, 1]
    [ 0, 0, 0, 2]
    >> [V,J] = jordan(A)  %符号矩阵的约当标准型
    V =
    [  4,     -2,    4,    3]
    [-6,    8,     -11,     -8]
    [  4,     -7,    10,    7]
    [-1,    2,    -3,    -2]
    J =
    [ 1, 1, 0, 0]
    [ 0, 1, 0, 0]
    [ 0, 0, 2, 1]
    [ 0, 0, 0, 2]
    >> B=vpa(V＼A*V,8)  %检验
    B =
    [1.0,    1.0,    0,    0]
    [  0,    1.0,    0,    0]
    [  0,    0,    2.0,    1.0]
    [  0,    0,    0,     2.0]


对符号矩阵A计算其约当标准型，以及转换矩阵V。在计算过程中，产生的输出J和V仍为符号矩阵。


 4.5.13　符号矩阵奇异值分解

在MATLAB中，利用svd函数对符号矩阵进行奇异值分解。函数的调用格式如下。

sigma = svd（X）：计算矩阵X的奇异值对角矩阵，计算精度由函数digitis决定。

[U，S，V] = svd（X）：输出参数U和V是两个正交矩阵，它们满足方程A=U*S*V'。

[U，S，V] = svd（X，0）：对符号矩阵进行“经济型”分解。

[U，S，V] = svd（X，'econ'）：也产生了一个“经济型”分解，如果X为m×n矩阵，且m>n，则等价于[U，S，V] = svd（X，0）；如果m<n，则只计算矩阵V的前m列。


【例4-37】
 　对符号矩阵进行奇异值分解。


    >> clear all;
    >> A = sym(magic(4));
    sigma = svd(A)              %奇异值分解
    sigma =
            34
    8*5^(1/2)
    2*5^(1/2)
            0
    >> A = sym(magic(4));
    sigma = svd(vpa(A))      %将符号变量转化为数值变量
    sigma =
                                                        34.0
                            17.88854381999831757127338934985
                          4.4721359549995793928183473374626
    0.0000000000000000000042127245515076439434819165724023*i
    >> old = digits(10);
    A = sym(magic(4));
    [U, S, V] = svd(A)      %奇异值分解
    digits(old)          %计算精度
    U =
    [ 0.5,    0.6708203932,    0.5,    -0.2236067977]
    [ 0.5,    -0.2236067977,    -0.5,    -0.6708203932]
    [ 0.5,    0.2236067977,    -0.5,    0.6708203932]
    [ 0.5,    -0.6708203932,    0.5,    0.2236067977]
    S =
    [ 34.0,    0,    0,    0]
    [  0,     17.88854382,    0,    0]
    [  0,    0,     4.472135955,    0]
    [  0,    0,    0,     1.108401846e-15]
    V =
    [ 0.5,    0.5,    0.6708203932,    0.2236067977]
    [ 0.5,    -0.5,    -0.2236067977,    0.6708203932]
    [ 0.5,    -0.5,    0.2236067977,    -0.6708203932]
    [ 0.5,    0.5,    -0.6708203932,    -0.2236067977]
    >> vpa(U*S*V',10)        %检验
    ans =
    [ 16.0,    2.0,    3.0,    13.0]
    [  5.0,    11.0,    10.0,    8.0]
    [  9.0,    7.0,    6.0,    12.0]
    [  4.0,    14.0,    15.0,    1.0]
    >>B = sym([1 1;2 2; 2 2]);
    [U1, S1, V1] = svd(B, 0)  %经济模式奇异值分解
    U1 = 
    [ 0.3333333333, -0.6666666667]
    [ 0.6666666667,  0.6666666667]
    [ 0.6666666667, -0.3333333333]
    S1 = 
    [ 4.242640687, 0]
    [          0, 0]
    V1= 
    [ 0.7071067812,  0.7071067812]
    [ 0.7071067812, -0.7071067812]
    >> [U2, S2, V2] = svd(B, 'econ') 
    U2 = 
    [ 0.3333333333, -0.6666666667]
    [ 0.6666666667,  0.6666666667]
    [ 0.6666666667, -0.3333333333]
    S2 = 
    [ 4.242640687, 0]
    [          0, 0]
    V2 = 
    [ 0.7071067812,  0.7071067812]
    [ 0.7071067812,-0.7071067812]



 4.6　符号微积分

微积分是数学分析中的一个十分重要的内容，是高等数学建立的基础和整个微分方程体的基础内容。在MATLAB中，能够通过符号函数的计算实现微积分运算。


 4.6.1　符号极限

极限在高等数学中占有非常重要的地位，是微积分的基础和出发点。极限的定义为当自变量趋近某个范围或数值时，函数表达式的数值即为此时的极限。无穷逼近的思想也是符号极限中的求解方式之一，是函数微分的基本思想之一。因此，要想学好微积分，就必须先了解极限的求法。在MATLAB中，使用limit函数来求符号极限。函数的调用格式如下。

limit（expr，x，a）：求符号函数expr（x）的极限值。即计算当变量x趋近于常数a时，expr（x）函数的极限值。

limit（expr，a）：求符号函数expr（x）的极限值。由于没有指定符号函数expr（x）的自变量，则使用该格式时，符号函数expr（x）的变量为函数findsym（expr）确定的默认自变量，即变量x趋近于a。

limit（expr）：求符号函数expr（x）的极限值。符号函数expr（x）的变量为函数findsym（expr）确定的默认变量；没有指定变量的目标值时，系统默认变量趋近于0，即a=0的情况。

limit（expr，x，a，'left'）：求符号函数expr的极限值。left表示变量x从左边趋近于a。

limit（expr，x，a，'right'）：求符号函数expr的极限值。right表示变量x从右边趋近于a。


【例4-38】
 　求符号极限。


    >> syms x h a
    >> limit(sin(x)/x)
    ans =
    1
    >> limit((sin(x + h) - sin(x))/h, h, 0)
    ans =
    cos(x)
    >> limit(1/x, x, 0, 'right')
    ans =
    Inf
    >> limit(1/x, x, 0, 'left')
    ans =
    -Inf
    >> v = [(1 + a/x)^x, exp(-x)];
    >> limit(v, x, inf)
    ans =
    [ exp(a), 0]


从上面的结果可以看出，通过limit函数既可以求解有限极限，也可以求解无限极限。当需要求解的极限通过数组形式表示时，系统将自动对每个元素求解极限。


 4.6.2　符号微分与求导

在MATLAB中，使用diff函数来进行微分和求导运算。使用jacobian函数实现对多元符号函数的求导。

1．diff函数

在MATLAB中，提供了diff函数用于求符号表达式的微分。函数的调用格式如下。

diff（expr）：没有指定变量和导数阶数，则系统按findsym函数指示的默认变量对符号表达式expr求一阶导数。

diff（expr，v）：以v为自变量，对符号表达式expr求一阶导数。

diff（expr，n）：按findsym函数指示的默认变量对符号表达式expr求n阶导数，n为正整数。

diff（expr，v，n）：以v为自变量，对符号表达式expr求n阶导数。


【例4-39】
 　利用diff函数求符号微分。


    >> syms f t x
    >> diff(x^3-3*x^2+4*x-9)
    ans =
    3*x^2 - 6*x + 4
    >> diff(cos(x^3),5)
    ans =
    1620*x^7*cos(x^3) - 360*x*cos(x^3) + 2160*x^4*sin(x^3) - 243*x^10*sin(x^3)
    >> f=[4,t^3;t*cos(x),exp(t)]
    f =
    [        4,    t^3]
    [ t*cos(x), exp(t)]
    >> diff(f)
    ans =
    [        0, 0]
    [ -t*sin(x), 0]
    >> diff(f,t,2)
    ans =
    [ 0,    6*t]
    [ 0, exp(t)]
    >> diff(diff(f,x),t)
    ans =
    [      0, 0]
    [ -sin(x), 0]


由以上结果可看出，当未指定自变量时，系统采用默认的自变量来求导数；当需要求解的对象为数组时，diff函数将根据指定的自变量或默认自变量，对每个元素求导数。


【例4-40】
 　对多个自变量函数中的某个变量求导。


    >> syms x y f
    >> f=x*y-x^3+sin(y)-cos(x)
    f =
    sin(y) - cos(x) + x*y - x^3
    >> diff(f,y)
    ans =
    x + cos(y)
    >> diff(f,x)
    ans =
    y + sin(x) - 3*x^2
    >> diff(f,x,2)
    ans =
    cos(x) - 6*x


2．jacobian函数

在MATLAB中，提供了jacobian函数用于求多元函数的导数。函数的调用格式如下。

jacobian（f，v）：计算数量或向量f对于向量v的Jacobian矩阵。函数的返回值第i行第j列的数为df（i）/dv（j）。当f为数量时，该函数返回f的梯度。此外，参数v可以是数量，jacobian（f，v）等价于diff（f，v）。


【例4-41】
 　已知[image: ]
 ，求[image: ]
 。


    >> syms x y z
    f = [x*y*z; y; x + z];
    v = [x, y, z];
    R = jacobian(f)
    R =
    [ y*z, x*z, x*y]
    [  0,  1,  0]
    [  1,  0,  1]
    >> R = jacobian(f,v)
    R =
    [ y*z, x*z, x*y]
    [  0,  1,  0]
    [  1,  0,  1]
    >> b = jacobian(x + z, v)
    b =
    [ 1, 0, 1]



 4.6.3　符号积分

在高等数学的研究中，对于积分可以细分为不定积分、定积分、旁义积分和重积分等。这些积分过程比微分过程更为难求。符号积分指令简单，但积分时间可能会更长，给出的结果往往比较冗长，如果积分不能给出“闭”解时，积分运行结束将会给出警告信息。在MATLAB中，符号积分用int函数来实现符号积分运算。函数的调用格式如下。

int（expr，v）：指定以v为自变量，对被积函数或符号表达式expr求不定积分。

int（expr，v，Name，Value）：通过一个或多个属性名及其对应的属性值求符号表达式的不定积分。

int（expr，v，a，b）：指定定积分的下限参数b和上限参数a，该函数求被积函数在区间[a，b]上的定积分。a和b可以是两个具体的数，也可以是一个符号表达式，还可以是无穷（inf）。

int（expr，v，a，b，Name，Value）：通过一个或多个属性名及其对应的属性值求符号表达式的定积分。


【例4-42】
 　利用int函数求符号积分。


    >> syms x y z u t          %定义符号变量
    >> A=[sin(x*t),cos(x*t);-cos(x*t),sin(x*t)]
    A =
    [  sin(t*x), cos(t*x)]
    [ -cos(t*x), sin(t*x)]
    >> int(1/(1-x^2))
    ans =
    atanh(x)
    >> int(1/(1+x^2))
    ans =
    atan(x)
    >> int(sin(z*u),z)
    ans =
    -cos(u*z)/u
    >> int(besselj(1,x),x)
    ans =
    -besselj(0, x)
    >> int(y*log(1+y),0,1)
    ans =
    1/4
    >> int(4*x*t,x,2,cos(t))
    ans =
    -2*t*(sin(t)^2 + 3)
    >> int([exp(t),exp(u*t)])
    ans =
    [ u*exp(t), exp(t*u)/t]
    >> int(A,t)
    ans =
    [ -cos(t*x)/x,  sin(t*x)/x]
    [ -sin(t*x)/x, -cos(t*x)/x]


从上面的结果可看出，使用int函数对符号表达式或符号表达式数组求积分时，不但可以求解定积分，也可以求解不定积分；当求解对象为符号表达式数组时，将对数组的每个元素依次求积分。


 4.7　符号积分变换

积分变换方法在自然科学和工程实际中有非常广泛的应用，如常见的Fourier变换、Laplace变换和Z变换在信号处理和动态特性研究中起着非常重要的作用。从数学上来讲，所谓积分变换，就是通过数学变换将复杂的计算转变为简单的计算。如通过积分变换，把一类函数A变换为另一类函数B，函数B一般是含有参量a的积分[image: ]
 ；变换的结果是将函数A中的函数f（t）变换为另一类函数B中的函数f（a）。其中，k（t，a）为积分变换的核，而f（t）和f（a）分别称为原函数和像函数。


 4.7.1　Fourier变换与逆变换

1．Fourier变换

时域中的f（x）与它在频域中的Fourier变换存在如下关系。

[image: ]


在MATLAB中分别由命令函数来完成此类变换，它们分别是fourier和ifourier。对于fourier变换其调用格式如下。

F＝fourier（f）：对符号单值函数f中的默认变量x（由命令findsym确定）计算Fourier变换形式。默认的输出结果F是变量w的函数：

[image: ]


若f=f（w），则fourier（f）返回变量为t的函数：F=F（t）。

F＝fourier（f，v）：对符号单值函数f中的指定变量v计算Fourier变换形式：

[image: ]


F＝fourier（f，u，v）：令符号函数f为变量u的函数，而F为变量v的函数：

[image: ]



【例4-43】
 　Fourier变换实现。


    >> clear all;
    >> syms a b c d w x y z f(t)  %定义变量
    >> fourier(diff(f(t), t), t, w)
    ans =
    w*fourier(f(t), t, w)*1i
    >> fourier([exp(x), 1; sin(y), i*z],[w, x; y, z],[a, b; c, d])
    ans =
    [                2*pi*exp(x)*dirac(a),    2*pi*dirac(b)]
    [ -pi*(dirac(c - 1) - dirac(c + 1))*1i, -2*pi*dirac(1, d)]
    >> fourier(x,[x, w; y, z],[a, b; c, d])
    ans =
    [ pi*dirac(1, a)*2i, 2*pi*x*dirac(b)]
    [  2*pi*x*dirac(c), 2*pi*x*dirac(d)]
    >> F = fourier(f, t, w)
    F =
    fourier(f(t), t, w)


由以上结果可看出，当未指定函数傅里叶变换的自变量时，将自动根据默认自变量进行求解；当被变换函数含有多个自变量时，可以指定需要变换的自变量；此外，还可以在变换函数中指定傅里叶变换后的自变量名。

2．Fourier逆变换

在MATLAB中，使用ifourier函数来实现Fourier逆变换。函数的调用格式如下。

f=ifourier（F）：输出参量f=f（x）为默认变量w的标量符号对象F的逆Fourier积分变换，即F=F（w）→f=f（x）。若F=F（x），ifourier（F）返回变量t的函数，即F=F（x）→f=f（t）。逆Fourier积分变换定义为

[image: ]


f=ifourier（F，u）：使函数f为变量u（u为标量符号对象）的函数：

[image: ]


f=ifourier（F，v，u）：使F为变量v的函数，f为变量u的函数：

[image: ]



【例4-44】
 　Fourier变换的逆变换。


    >> syms t u v w x
    >> ifourier(w*exp(-3*w)*sym('heaviside(w)'))
    ans =
    1/(2*pi*(- 3 + x*1i)^2)
    >> ifourier(1/(1+w^2),u)
    ans =
    exp(-abs(u))/2
    >> ifourier(v/(1+w^2),v,u)
    ans =
    -(dirac(1, u)*1i)/(w^2 + 1)
    >> ifourier(fourier(sym('f(x)'),x,w),w,x)
    ans =
    f(x)



 4.7.2　Laplace变换与逆变换

1．Laplace变换

Laplace变换定义为：[image: ]
 ，在MATLAB中提供了laplace函数用来进行Laplace变换，其调用格式如下。

laplace（F）：输出参量L=L（s）为有默认符号自变量t的标量符号对象F的Laplace变换，即F=F（t）→L=L（s）。若F=F（s），则laplace（F）返回变量为t的函数L：

[image: ]


laplace（F，t）：使函数L为变量t（t为标量符号自变量）的函数：

[image: ]


laplace（F，w，z）：使L为变量z的函数，F为变量w的函数：

[image: ]



【例4-45】
 　Laplace变换实现。


    >> syms a b c d w x y z t s f(t)
    >> f = 1/sqrt(x);
    laplace(f, x, y)
    ans =
    pi^(1/2)/y^(1/2)
    >> f = exp(-a*t);
    laplace(f, y)
    ans =
    1/(a + y)
    >> laplace(f)
    ans =
    1/(a + s)
    >> laplace(dirac(t - 3), t, s)
    ans =
    exp(-3*s)
    >> laplace(heaviside(t - pi), t, s)
    ans =
    exp(-pi*s)/s
    >> laplace([exp(x), 1; sin(y), i*z],[w, x; y, z],[a, b; c, d])
    ans =
    [    exp(x)/a,    1/b]
    [ 1/(c^2 + 1), 1i/d^2]
    >> laplace(x,[x, w; y, z],[a, b; c, d])
    ans =
    [ 1/a^2, x/b]
    [  x/c, x/d]


2．Laplace逆变换

Laplace逆变换定义为：[image: ]
 ，在MATLAB中提供了ilaplace函数实现Laplace的逆变换。其调用格式如下。

F=ilaplace（L）：输出参量F=F（t）为默认变量s的标量符号对象L的逆Laplace变换。即F=F（w）→f=f（x）。若L=L（t），则ifourier（L）返回变量为x的函数F。即F=F（x）→f=f（t）。逆Laplace变换定义为：[image: ]
 ，其中c为使函数L（s）的所有的奇点位于直线s=c左边的实数。

F=ilaplace（L，y）：使函数F为变量y（y为标量符号对象）的函数：

[image: ]


F=ilaplace（L，y，x）：使函数F为变量x的函数，L为变量y的函数：

[image: ]



【例4-46】
 　Laplace变换的逆变换。


    >> syms s t w x y
    >> ilaplace(1/(s-1))
    ans =
    exp(t)
    >> ilaplace(1/(t^2-1))
    ans =
    exp(x)/2 - exp(-x)/2
    >> ilaplace(t^(-sym(5/2)),x)
    ans =
    (4*x^(3/2))/(3*pi^(1/2))
    >> ilaplace(y/(y^2+w^2),y,x)
    ans =
    cos(w*x)
    >> ilaplace(sym('laplace(F(x),x,s)'),s,x)
    ans =
    F(x)



 4.7.3　Z变换与逆变换

1．Z变换

函数f的Z变换定义为：[image: ]
 ，在MATLAB中提供了ztrans函数实现函数的Z变换。其调用格式如下。

F=ztrans（f）：对默认自变量为n（就像由命令findsym确定的一样）的单值函数f计算Z变换。输出参量F为变量z的函数：f=f（n）→F=F（z）。若函数f=f（z），则ztrans（f）返回一个变量为w的函数：f=f（z）→F=F（w）。

F=ztrans（f，w）：用符号变量w代替默认的z作为函数F的自变量：

[image: ]


F=ztrans（f，k，w）：对函数f指定的符号变量k计算Z变换：

[image: ]



【例4-47】
 　实现Z变换。


    >> syms k x y a b c d n z w f(n)
    >> f = sin(k);
    ztrans(f, k, x)
    ans =
    (x*sin(1))/(x^2 - 2*cos(1)*x + 1)
    >> f = a^n;
    ztrans(f, x)
    ans =
    -x/(a - x)
    >> ztrans(f)
    ans =
    -z/(a - z)
    >> ztrans(heaviside(n - 3), n, z)
    ans =
    (1/(z - 1) + 1/2)/z^3
    >> ztrans(nchoosek(n, 2)*heaviside(5 - n), n, z)
    ans =
    z/(z - 1)^3 + 5/z^5 + (6*z - z^6/(z - 1)^3 + 3*z^2 + z^3)/z^5
    >> iztrans(F, z, n)
    ans =
    kroneckerDelta(n, 0)*fourier(f(t), t, w)
    >> ztrans([exp(x), 1; sin(y), i*z],[w, x; y, z],[a, b; c, d])
    ans =
    [                (a*exp(x))/(a - 1),        b/(b - 1)]
    [ (c*sin(1))/(c^2 - 2*cos(1)*c + 1), (d*1i)/(d - 1)^2]


2．Z逆变换

MATLAB中采用围线积分法设计了求取Z反变换的iztrans函数。其调用格式如下。

f=iztrans（F）：对默认自变量为z的单值函数F计算Z变换。输出参量f为变量x的函数：

[image: ]


f=iztrans（F，k）：用符号变量k代替默认的z作为函数f的自变量。

f=iztrans（F，w，k）：对函数F指定的符号变量w计算Z变换。


【例4-48】
 　Z变换的逆变换。


    >> syms z a k n
    >> f=2*z/(z-2)^2
    f =
    (2*z)/(z - 2)^2
    >> iztrans(f)
    ans =
    2^n + 2^n*(n - 1)
    >> g=n*(n+1)/(n^2+2*n+1)
    g =
    (n*(n + 1))/(n^2 + 2*n + 1)
    >> iztrans(g)
    ans =
    (-1)^k
    >> f=z/(z-a)
    f =
    -z/(a - z)
    >> iztrans(f,k)
    ans =
    piecewise([a == 0, kroneckerDelta(k, 0)], [a ~= 0, a*(a^k/a - kroneckerDelta(k, 0)/a) + kroneckerDelta(k, 0)])
    >> simplify(iztrans(f,k))
    ans =
    piecewise([a == 0, kroneckerDelta(k, 0)], [a ~= 0, a^k])




第5章　方程的求解

自从电子数字计算机诞生后，计算方法得到了高速发展和更新，科学研究与工程设计的手段发生了由模型试验向数值计算的巨大转变。近年来出现了一些优秀的数学软件，如MAPLE、MATLAB、MATHEMATICA等，这些软件的内核包含一些关键而又复杂的数值算法，大大提高了编程效率。

MATLAB为计算方法提供了大量的函数，可以实现求解符号方程、线性方程组、非线性方程组等内容。


 5.1　概述

在解决现代工程技术问题时，一般需要首先建立问题的数学模型，然后合理地设计问题的解法，最后利用计算机计算来获得问题的答案。设计一个数值算法主要是处理好计算精度和计算速度两个问题，一个好的算法就是又准又快的算法。MATLAB在插值与拟合、求解线性方程组、求解非线性方程组的解法方面提供了多种方法，在实际问题中，应根据实际问题的特征选择恰当的方法又准又快地得到解。


 5.2　符号方程求解

方程求解在数学理论研究、实际应用中都是一类非常重要的问题，也是符号运算关注的一个主要内容。MATLAB符号工具箱对符号方程求解提供了强大的支持。


 5.2.1　符号一般方程求解

MATLAB符号运算能够解一般的线性方程、非线性方程及一般的代数方程、代数方程组。当方程组不存在符号解，又无其他自由参数时，则给出数值解。

在MATLAB中，提供了solve函数求解符号表达式表示的代数方程。其调用格式如下。

solve（eq）：求解符号表达式eq的代数方程，求解变量为默认变量。

solve（eq，var）：求解符号表达式eq的代数方程，指定求解变量为var。

S=solve（eq，var，Name，Value）：指定一个或多个属性值名及其对应的属性值，求解符号表达式eq的代数方程，求解变量为var。

solve（eqs）：求解符号表达式eqs为代数方程组的解，其求解变量为默认值。

Y=solve（eqs，vars，Name，Value）：指定一个或多个属性值名及其对应的属性值，求解符号表达式eqs的代数方程组，求解变量为vars。

[y1
 ，…，yN
 ]=solve（eqs）或[y1
 ，…，yN
 ] = solve（eqs，vars，Name，Value）：输出参数y1
 ，…，yN
 为vars的解向量。


【例5-1】
 　求解以下符号代数方程的解。

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]


（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %实现方程(1)MATLAB代码
    x1=solve('2/(x-3)+5*x/(x^2-2*x+4)=1+1/(x+2)')
    x1 =
      8.4085807788759350218681886137314
    
    -2.4569977754989718435933424100821
    0.44016580758779420950614683870058*i + 1.5242084983115184108625768981753
    1.5242084983115184108625768981753-0.44016580758779420950614683870058*i
    >> %实现符号方程(2)MATLAB代码
    >> f2=sym('x-(x^3+6*x^2-4*x+8)^(1/4)=2');
    >> x2=solve(f2)
    x2 =
    6.9703003759832648389321352310976
    
    0.3518430482287555155011905965036
    0.83892828789398982278333708619939-1.5994502503167811406788929454159*i
    1.5994502503167811406788929454159*i + 0.83892828789398982278333708619939
    >> %实现符号方程(3)的MATLAB代码
    >> x3=solve('2*tan(4*x-2*pi/5)=1')
    x3 =
    pi/10 + atan(1/2)/4
    >> %实现符号方程(4)的MATLAB代码
    >> x4=solve('x+2*x*exp(-2*x)-12=0')
    x4 =
    matrix([[11.999999999093967707799635388163]])



【例5-2】
 　求解符号方程组[image: ]
 。


    >>syms a b u v x y
    S = solve(x + y == 1, x - 11*y == 5)  %求符号方程组的解
    S =
        x: [1x1 sym]
        y: [1x1 sym]
    >> S = [S.x  S.y]  %访问结构数组的内容
    S =
    [ 4/3, -1/3]
    >> [solutions_a, solutions_u, solutions_v] = solve…
        (a*u^2 + v^2 == 0, u - v == 1, a^2 + 6 == 5*a)
    solutions_a =
    3
    2
    2
    3
    solutions_u =
    (3^(1/2)*i)/4 + 1/4
    (2^(1/2)*i)/3 + 1/3
    1/3 - (2^(1/2)*i)/3
    1/4 - (3^(1/2)*i)/4
    solutions_v =
      (3^(1/2)*i)/4 - 3/4
      (2^(1/2)*i)/3 - 2/3
    - (2^(1/2)*i)/3 - 2/3
    - (3^(1/2)*i)/4 - 3/4
    >> solutions = [solutions_a, solutions_u, solutions_v]    %以数组形式显示结果
    solutions =
    [ 3, (3^(1/2)*i)/4 + 1/4,  (3^(1/2)*i)/4 - 3/4]
    [ 2, (2^(1/2)*i)/3 + 1/3,  (2^(1/2)*i)/3 - 2/3]
    [ 2, 1/3 - (2^(1/2)*i)/3, - (2^(1/2)*i)/3 - 2/3]
    [ 3, 1/4 - (3^(1/2)*i)/4, - (3^(1/2)*i)/4 - 3/4]
    >> [b, a] = solve(a + b == 1, 2*a - b == 4, b, a)
    b =
    -2/3
    a =
    5/3



 5.2.2　符号线性方程求解

对代数方程组[image: ]
 的求解问题，当fi
 （x，α）为x的线性函数时，问题变成线性方程组Ax=B的求解问题，其中A为M×N符号矩阵，B为M×1符号向量。

线性方程组的解由通解和特解组成，通解xg是满足Ax=0的解，由null（A）得到，特解xs是满足Ax=B的任意x。由通解和特解得到线性方程组的解为x=r．xg+xs，其中r为任意复数。通解由null（A）直接得到，当下面的条件满足时：rank（[A，B]）=rank（A）=M，特解由xs=A＼B得到。


【例5-3】
 　求线性方程组[image: ]
 的解。

令[image: ]
 ，即可将线性方程组简记为Ax=B，对该方程的求解要分别求通解和特解。


    >> syms a b c d;          %声明符号变量
    >> A=[a,-b,b;b,a,a];B=[c d]';
    >> rank([A,B]),rank(A)    %检验rank([A,B])=rank(A) 
    ans =2
    ans =2
    >> xs=A＼B          %利用A＼B求特解xs
    Warning: System is rank deficient. Solution is not unique.
    xs =
    (a*conj(c) + b*conj(d))/(a^2 + b^2)
    (a*conj(d) - b*conj(c))/(a^2 + b^2)
                                      0
    >> xg=null(A)    %利用null求通解xg 
    xg =
        -(2*a*b)/(a^2 + b^2)
    -(a^2 - b^2)/(a^2 + b^2)
                            1
    >> syms r;
    >> x=r*xg+xs    %Ax=B的解为x=r*xg+xs 
    x =
          (a*conj(c) + b*conj(d))/(a^2 + b^2) - (2*a*b*r)/(a^2 + b^2)
    (a*conj(d) - b*conj(c))/(a^2 + b^2) - (r*(a^2 - b^2))/(a^2 + b^2)
                                                          r
    >> A*x-B        %验证解x 
    ans =
    a*((a*conj(c) + b*conj(d))/(a^2 + b^2) - (2*a*b*r)/(a^2 + b^2)) - conj(c) + b*r - b*((a*conj(d) - b*conj(c))/(a^2 + b^2) - (r*(a^2 - b^2))/(a^2 + b^2))
    b*((a*conj(c) + b*conj(d))/(a^2 + b^2) - (2*a*b*r)/(a^2 + b^2)) - conj(d) + a*r + a*((a*conj(d) - b*conj(c))/(a^2 + b^2) - (r*(a^2 - b^2))/(a^2 + b^2))
    >> simplify(ans)    %化简解
    ans =
    0
    0


所以，Ax=B，x为Ax=B的解。


 5.2.3　符号微分方程求解

在数值计算中，对于微分方程的求解，边值类型的微分方程求解比初值类型的微分方程求解更为复杂一些，此时，可以使用MATLAB提供的符号微分方程求解方法来得到微分方程的结果。求解过程相对比较简单。但是，符号微分方程的求解也并非存在一般的通用解法，因此，在求解过程中，可以和数值解法相结合后进行求解，互为补充。

函数dsovle计算常微分方程的符号解。因为要求解微分方程，就需要用一种方法将微分包含在表达式中。所以，dsolve句法与大多数其他函数有一些不同，用字母D来表示求微分，D2，D3等表示重复求微分，并以此来设定方程。任何D后所跟的字母为因变量。方程d2
 y/dx2
 =0用符号表达式D2y=0来表示。独立变量可以指定或由symvar规则选定为默认。dsolve函数的调用格式如下。

S=dsolve（eq）：在默认条件下求解微分方程eq。

S=dsolve（eq，cond）：求解常微分方程eq在初值条件cond下的特解。

S=dsolve（eqn，cond，Name，Value）：设置一个或多个属性名及属性值，求解常微分方程eq在初值条件cond下的特解。

Y=dsolve（eqs）：求解常微分方程组eqs的通解。

Y=dsolve（eqns，conds）：求解常微分方程组eqns在初值条件conds下的特解。

Y=dsolve（eqns，conds，Name，Value）：设置一个或多个属性名及属性值，求解常微分方程eqs在初值条件conds下的特解。

[y1
 ，…，yN
 ] = dsolve（eqns）或[y1
 ，…，yN
 ]=dsolve（eqns，conds）或[y1
 ，…，yN
 ]=dsolve（eqns，conds，Name，Value）：输出参数y1
 ，…，yN
 为微分方程组的解向量。


【例5-4】
 　符号微分方程的求解。


    >>clear all;
    >>dsolve('Dx=-a*x')
    ans =
    C3*exp(-a*t)
    >> x=dsolve('Dx=-a*x','x(0)=1','s')
    x =
    exp(-a*s)
    >> y=dsolve('(Dy)^2+y^2=1','y(0)=0')
    y =
    cosh((pi*1i)/2 + t*1i)
    cosh((pi*1i)/2 - t*1i)
    >> s=dsolve('Df=f+g','Dg=-f+g','f(0)=1','g(0)=2')
    s =
        g: [1x1 sym]
        f: [1x1 sym]
    >> w=dsolve('Dw=w^2*(1-w)')
    w =
                                          1
                                          0
    1/(lambertw(0, -exp(C22 - t - 1)) + 1)
    >> y3=dsolve('Dx=4*x-2*y','Dy=2*x-y','t')
    y3 =
        y: [1x1 sym]
        x: [1x1 sym]
    >> [x,y]=dsolve('Dx=4*x-2*y','Dy=2*x-y','t')
    x =
    C25/2 + 2*C24*exp(3*t)
    y =
    C25 + C24*exp(3*t)


dsolve函数最多可以接受12个输入参量（包括方程组与定解条件个数）。如果没有给定输出参量，则在命令窗口中显示解列表。如果该函数得不到解析解，则返回一个警告信息，同时返回一个空的sym对象。此时，用户可以用ode23或ode45函数求解方程组数值解。


 5.3　线性方程组求解

在自然科学和工程技术中很多问题的解决常常归结为解线性方程组，而这些方程组的系数矩阵大致可分为两种：一种为低阶稠密矩阵（如阶数大约小于150）；另一种是大型稀疏矩阵（即矩阵阶数高且零元素多）。

关于线性方程组的解法一般可分为两类：一是直接法，通过矩阵的变形、消去直接得到方程组的解，这类方法是解低稠密矩阵方程组的有效方法；二是迭代法，就是用某种极限过程去逐渐逼近方程组精确解的方法，迭代法是解大型稀疏矩阵方程组的重要方法。


 5.3.1　直接法

关于线性方程组的直接解法，大多数数值分析的书中都有比较详尽的论述，一个线性方程组解的存在性是线性代数的一个基本问题。另外，当一个线性方程组的解确实存在时，有多种方法来求解。

1．矩阵除法

在MATLAB中，只需用一个“/”或“＼”就可以解决问题。虽然表面上只是一个简单的符号，而它的内部却包含着许多的自适应算法，如对超定方程用最小二乘法，对欠定方程时它将给出范数最小的一个解，解三对角阵方程组时用追赶法等。


【例5-5】
 　求解下列方程组。

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[0.4096 0.1234 0.3678 0.2943;0.2246 0.3872 0.4015 0.1129;…
        0.3645 0.1920 0.3781 0.0643;0.1784 0.4002 0.2786 0.3927];
    b=[0.4043 0.1550 0.4240 -0.2557]';
    x=A＼b


运行程序，输出如下。


    x =
      -0.1819
      -1.6630
        2.2172
      -0.4467


2．LU分解法

LU分解是高斯消去法的基础，在MATLAB中可由LU分解求解线性方程组的解。


【例5-6】
 　利用LU分解法对线性方程组[image: ]
 进行求解。

其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear all;
    A = [ 1    2    3;4    5    6;7    8    0 ];
    [L1,U] = lu(A)
    L1 =
        0.1429    1.0000        0
        0.5714    0.5000    1.0000
        1.0000        0        0
    U =
        7.0000    8.0000        0
            0    0.8571    3.0000
            0        0    4.5000
    >> b=[7 -5 1]';
    >>x=L1*U＼b          %求解x 
    x =
      -17.0000
        15.0000
      -2.0000
    >> inv(P)*L2*U      %检验计算结果是否正确
    ans =
        1    2    3
        4    5    6
        7    8    0


3．Cholesky分解

如果[image: ]
 是对称正定矩阵，则必存在一个非奇异下三角矩阵G∈Rn×n
 ，使得A=GGT
 ，称为矩阵A的Cholesky分解，而且当G的主对角元素均为正时，这种分解是唯一的。

于是方程组Ax=b可以写为G

[image: ]


在方程两边做矩阵变换，可以得到方程组的解。


【例5-7】
 　利用Cholesky分解法求以下线性方程组的解。

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear all;
    A=[8 2 4 1 4;2 9 8 2 3;4 8 9 3 2;1 2 3 7 1;4 3 2 1 7];
    b=[5 4 3 2 1]';
    c=chol(A)
    x=c＼(c'＼b)
    c =
        2.8284    0.7071    1.4142    0.3536    1.4142
            0    2.9155    2.4010    0.6002    0.6860
            0        0    1.1114    0.9527  -1.4819
            0        0        0    2.3679    0.6335
            0        0        0        0    1.3900
    x =
        3.3736
        5.5956
      -5.9253
        1.1231
      -2.6505
    >> A*x          %检查解是否正确
    ans =
        5.0000
        4.0000
        3.0000
        2.0000
        1.0000



注意：
 对一个矩阵进行分解的前提是，矩阵必须为Hermitan矩阵。如果不是正定对称，引用该函数时，MATLAB会给出错误信息。

4．奇异值分解

可以这么说，奇异值分解是现代数值分析中最基本和最重要的工具之一，在统计分析、信号处理、控制理论等领域都广泛应用。

设[image: ]
 ，则存在矩阵[image: ]
 和[image: ]
 ，使得[image: ]
 ，称为矩阵A的奇异值分解。

有了奇异值分解，直接在原方程两边做矩阵变换就可以得到方程组的解。


【例5-8】
 　利用奇异值分解法对以下线性方程进行求解。

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[6.5 -1 -1 3.6;6.2 7 -5 4;3 2.1 -6 4.8;1 5.6 3.7 2.1];
    b=[12.3 21.4 -7.8 21]';
    [U,S,V]=svd(A)
    x=V*inv(S)*U'*b
    A*x
    U =
      -0.3753    0.3119  -0.8727  -0.0160
      -0.7465  -0.1958    0.2403    0.5887
      -0.5213    0.3432    0.3595  -0.6937
      -0.1733  -0.8641  -0.2267  -0.4147
    S =
      14.8575        0        0        0
            0    7.4628        0        0
            0        0    5.2132        0
            0        0        0    2.2234
    V =
      -0.5927    0.1311  -0.6389    0.4726
      -0.4655  -0.7773    0.3914    0.1611
        0.4439  -0.6149  -0.6377  -0.1350
      -0.4848    0.0231  -0.1786  -0.8559
    x =
        3.9800
        2.5094
        2.1991
      -2.4615
    ans =
        12.3000
        21.4000
      -7.8000
        21.0000


5．三个变换

在线性方程的迭代求解中，要用到系数矩阵A的上三角矩阵、对角矩阵和下三角矩阵。这三个变换在MATLAB中可以由以下函数实现。

（1）上三角变换：可由triu函数实现。

（2）对角变换：可由函数diag实现。

（3）下三角变换：可由tril函数实现。


【例5-9】
 　对矩阵[image: ]
 做三种变换。


    >> A=[1 2 -2;1 1 1;2 2 1];
    >> triu(A,1)
    ans =
        0    2    -2
        0    0      1
        0    0      0
    >> tril(A,-1)
    ans =
        0    0    0
        1    0    0
        2    2    0
    >> diag(A)
    ans =
        1
        1
        1


6．共轭梯度法

共轭梯度法不需要确定任何参数，它是求解对称正定线性方程组的方法，它已经成为求解大型稀疏线性方程组最受欢迎的一类方法。

共轭梯度法的迭代过程如下。

（1）任意[image: ]
 ，计算[image: ]
 ，并取p0
 =r0
 ，同时指定算法终止的常数ε>0，k=0；

（2）如果[image: ]
 ，则算法终止，输出xk
 =x*
 ，否则进入第（3）步；

（3）计算[image: ]
 ；

（4）计算[image: ]
 ；

（5）置k：=k+1，转入（2）。

共轭梯度法在MATLAB中，提供了专门的函数pcg实现，函数的调用格式如下。

x=pcg（A，b）

x=pcg（A，b，tol）

x=pcg（A，b，tol，maxit）

x=pcg（A，b，tol，maxit，M）

x=pcg（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ）

x=pcg（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）

x=pcg（A，b，…）

x=pcg（A，b，…）

x=pcg（A，b，…）

x=pcg（A，b，…）

这里要求矩阵A一定要是稀疏矩阵的存储格式。其中，tol为误差限，如果没有指定它的值，则其默认值为1.0e-6；maxit是指最大迭代步数，如果没有指定它的值，则其默认值为min（n，20）；M以及M1
 、M2
 是做预处理用的，即预处理子分别为M与M1
 *M2
 ，要求M与M1
 *M2
 是对称正定的，然后用共轭梯度法求解inv（M）*A*x=inv（M）*b，如果M是空的，则没有做预处理；x0
 为初始值，如果没有指定则初值为全零矢量。


【例5-10】
 　利用共轭梯度法求线性方程组[image: ]
 的解。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[16 4 8 4;4 10 8 4;8 8 12 10;4 4 10 12];
    b=[32 23 38 30]';
    tol=1.0e-6;
    maxit=1000;
    x=pcg(A,b,tol,maxit)


运行程序，输出如下。


    pcg converged at iteration 4 to a solution with relative residual 5.6e-14.
    x =
        0.2500
      -1.0000
        4.5000
      -1.0000


7．双共轭梯度法

双共轭梯度算法也是一种迭代方法。它从一组初值向量出发，定义代价函数，进而转化为最优化问题。从数学的角度讲，是寻找一个向量，这个向量使得计算的代价函数为极值，这里为极小值。在MATLAB中提供了bicg函数实现用双共轭梯度法求解线性方程组。其调用格式如下。

x=bicg（A，b）：返回线性方程组A×x=b的解x。其中A必须为n×n阶方阵，而且列向量b的长度为n。当A不能够被显式地表达为矩阵时，可以将A表示为一个算子afun，其中函数afun（x）将返回矩阵与向量的内积A×x，而函数afun（x，'transp'）将返回矩阵与向量的内积A'×x。

bicg（A，b，tol）：参数tol用来指定迭代收敛限。

bicg（A，b，tol，maxit）：参数maxit用来指定最大允许迭代次数。

bicg（A，b，tol，maxit，M）：返回线性方程组A×x=b的解x。其中，M为预估校正子，其通过在形如inv（M）×A×x=inv（M）×b的方程两边左乘M来有效地得到该方程的解。

bicg（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ）：M1
 ，M2
 用来指定其值域区间的上、下限。

bicg（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）：x0
 用来指定初始估计值。

[x，flag] = bicg（A，b，…）：返回线性方程组A×x=b的解x与一个描述函数bicg收敛性的参量flag，flag的取值及说明如表5-1所示。

表5-1　flag的取值及说明



	flag取值
	说明



	0
	函数正常收敛



	1
	函数的迭代次数已经到达了最大允许迭代次数，但还没有收敛



	2
	形如M×y=r的方程中的某个方程是病态的，无法得到一个可用的解



	3
	迭代非正常终止（两个连续的迭代步得到了完全相同的结果）



	4
	函数迭代中得到的某一个标量太大或太小，从而使得计算终止




[x，flag，relres] = bicg（A，b，…）：参数relres为返回的相对误差norm（b-A×x）/norm（b），假如flag=0，则relres≤tol。

[x，flag，relres，iter] = bicg（A，b，…）：参数iter为返回的迭代次数，其范围为0≤iter≤maxit。

[x，flag，relres，iter，resvec] = bicg（A，b，…）：参数resvec为每次迭代的残差norm（b-A*x0
 ）。


【例5-11】
 　利用双共轭梯度求解以下线性方程组。

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[23.6 -6.8 4.5 6.3 7.2 8.6;4.2 7.62 0.8 -3.1 -4.5 5.3;…
        9.8 -6.8 45.2 3.07 -4.37 7.82;8.4 -9.05 24.4 2.65 6.53 -3.64;…
        -9.5 4.54 15.8 4.89 4.8 -7.48;26.32 3.08 4.6 -3.5 -7.8 25.6];
    b=[-9.5 8.12 42.3 -21.4 4.7 3.47]';
    [x,flag,relres,iter,resvec]=bicg(A,b,1e-6)
    A*x


运行程序，输出如下。


    x =
        1.2567
        0.3961
      -0.1409
        7.6191
      -8.4165
      -2.7016
    flag =    0
    relres =
      4.0348e-014
    iter =    6
    resvec =
      49.3717
      65.9049
      50.8610
      76.6477
      52.6788
      3.7709
      0.0000
    ans =
      -9.5000
        8.1200
      42.3000
    -21.4000
        4.7000
        3.4700


8．Bicgstab迭代法

Bicgstab迭代法是用稳定双共轭梯度法求解线性方程组，它对解的线性方程组的矩阵没有正定性的要求。Bicgstab迭代法的迭代格式如下。

（1）任意x0
 ∈R，计算r0
 =b-Ax0
 ，任意选取[image: ]
 ，并取p0
 =r0
 ，同时指定算法终止的常数ε>0，k=0；

（2）如果‖rk
 ‖<ε，则算法终止，输出xk
 =x*
 ；否则进入第（3）步；

（3）计算[image: ]
 ，[image: ]
 ；

（4）计算[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ；

（5）置k=k+1，转入（2）。

Bicgstab迭代法在MATLAB中提供了专门函数bicgstab来实现这一迭代功能。函数的调用格式如下。

x=bicgstab（A，b）

bicgstab（A，b，tol）

bicgstab（A，b，tol，maxit）

bicgstab（A，b，tol，maxit，M）

bicgstab（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ）

bicgstab（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）

[x，flag] = bicgstab（A，b，…）

[x，flag，relres] = bicgstab（A，b，…）

[x，flag，relres，iter] = bicgstab（A，b，…）

[x，flag，relres，iter，resvec] = bicgstab（A，b，…）

bicgstab函数的各参数含义与bicg含义相同。


【例5-12】
 　利用bicgstab函数求解下列线性方程组。

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[23.6 -6.8 4.5 6.3 7.2 8.6;4.2 7.62 0.8 -3.1 -4.5 5.3;…
        9.8 -6.8 45.2 3.07 -4.37 7.82;8.4 -9.05 24.4 2.65 6.53 -3.64;…
        -9.5 4.54 15.8 4.89 4.8 -7.48;26.32 3.08 4.6 -3.5 -7.8 25.6];
    b=[-9.5 8.12 42.3 -21.4 4.7 3.47]';
    x=bicgstab(A,b,1e-12)


运行程序，输出如下。


    bicgstab stopped at iteration 6 without converging to the desired tolerance 1e-12
    because the maximum number of iterations was reached.
    The iterate returned (number 6) has relative residual 3.5e-12.
    x =
        1.2567
        0.3961
      -0.1409
        7.6191
      -8.4165
      -2.7016


9．LSQR法

LSQR方法是Paige和Saunders于1982年提出的一种特别适合求解系数矩阵为大型、稀疏矩阵线性方程组的方法。LSQR方法求解的思路是首先把任意系数矩阵方程化为系数矩阵为方阵的方程，然后利用Lanczos方法，求解方程的最小二乘解。由于在求解过程中用到QR分解法，因此这种方法叫作LSQR（Least Square QR-factorization）方法。

在MATLAB中提供了lsqr函数用于实现LSQR方法求解，它可以处理一般的线性方程组，同时可以处理超定方程，标准是范数‖b-Ax‖最小。其中系数矩阵不需要为方阵。lsqr函数的调用格式如下。

x=lsqr（A，b）

lsqr（A，b，tol）

lsqr（A，b，tol，maxit）

lsqr（A，b，tol，maxit，M）

lsqr（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ）

lsqr（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）

[x，flag] = lsqr（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）

[x，flag，relres] = lsqr（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）

[x，flag，relres，iter] = lsqr（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）

[x，flag，relres，iter，resvec] = lsqr（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）

[x，flag，relres，iter，resvec，lsvec] = lsqr（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）

函数的调用方式和返回的结果形式与命令bicg一样。


【例5-13】
 　利用共轭梯度的LSQR法求如下线性方程组的解。

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear all;
    A=[2.6 -3.1 0.5 0.3 1.2 8.8;3.2 7.6 0.8 -9.1 -4.5 5.3;…
        9.8 -6.4 4.2 3.37 -4.3 3.3;6.4 -4.05 21.4 2.15 6.5 -2.4;…
        -9.5 4.54 15.8 4.89 4.8 -7.4;26.3 3.4 4.5 -3.51 -7.18 2.6;…
        4.6 3.4 4.2 -2.15 10.4 0.22;-1.5 8.2 4.1 -0.41 1.71 2.4;…
        9.15 4.5 15.8 4.8 4.5 -7.8;8.4 -9.05 24.4 2.65 6.53 -3.64;…
        0.2 7.61 10.8 -5.1 -4.6 4.3;18 -0.8 4.2 3.7 -5.7 7.3];
    b=[-6.8 7.62 4.54 3.08 2.65 4.89 -3.5 -2.5 -21.4 -9.05 3.63 -1.8]';
    [x,flag,relres,iter,resvec,lsvec] = lsqr(A,b,[],20)


运行程序，输出如下。


    x =
      -0.2736
      -0.3608
        0.1200
      -0.9155
      -0.7576
      -0.0022
    flag =
        0
    relres =
        0.7211
    iter =
        6
    resvec =
      27.2051
      23.7308
      22.1034
      20.4935
      19.9022
      19.6240
      19.6164
    lsvec =
      13.3028
      4.1089
      3.1854
      1.3111
      0.5729
      0.1001
      0.0000


10．广义最小残差法

函数gmres将从一个初始估计值（默认从一个长度为n的零向量）开始进行迭代，每隔restart个迭代步，gmres将进行重新启动，而且以上一个循环中得到的结果为新的循环迭代中的起始值，直到满足收敛限或达到最大允许迭代次数时，停止迭代。从数学上讲，就是当迭代值x所引起的相对残差norm（b-A*x）/norm（b）小于或等于给定的收敛限时，停止迭代。该收敛限的默认值为1e-6，默认的最大允许迭代次数为n/restart和10二者之间的最小者。gmres函数的调用格式如下。

x=gmres（A，b）：返回线性方程组A*x=b的解x。其中A必须为n×n阶方阵，而且列向量b的长度为n。当A不能够被显式地表达为矩阵时，可以将A表示为一个算子afun，其中函数afun（x）将返回矩阵与向量的内积A*x，而函数afun（x，'transp'）将返回矩阵与向量的内积A'*x。

gmres（A，b，restart）：参数restart用来指定进行重新启动前的迭代次数。

gmres（A，b，restart，tol）：参数tol用来指定迭代收敛限。

gmres（A，b，restart，tol，maxit）：参数maxit用来指定最大允许迭代次数。

gmres（A，b，restart，tol，maxit，M）：参数M为预估校正子，其通过在形如inv（M）*A*x=inv（M）*b的方程两边左乘M来有效地得到该方程的解。

gmres（A，b，restart，tol，maxit，M1
 ，M2
 ）：M1
 与M2
 为变量区间的上下限。

gmres（A，b，restart，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）：参数x0
 用来指定初始估计值，默认的初始估计值中全部为零向量。

[x，flag] = gmres（A，b，…）：flag为一个描述gmres函数收敛性的参量，其取值及说明如表5-2所示。

表5-2　flag的取值及说明



	flag取值
	说明



	0
	函数正常收敛



	1
	函数的迭代次数已经到达了最大允许迭代次数，但还没有收敛



	2
	形如M*y=r的方程中的某个方程是病态的，无法得到一个可用的解



	3
	迭代非正常终止（两个连续的迭代步得到了完全相同的结果）




[x，flag，relres] = gmres（A，b，…）：参数relres为返回的一个相对残差norm（b-A*x）/norm（b），如果flag=0时，即relres≤tol。

[x，flag，relres，iter] = gmres（A，b，…）：参数iter为返回的外部与内部的迭代数，而且0≤iter（1）≤maxit及0≤iter（2）≤restart。

[x，flag，relres，iter，resvec] = gmres（A，b，…）：参数resvec为在每一步迭代中得到的残差范数norm（b-A*x）。


【例5-14】
 　采用广义最小残差法求解如下线性方程组。

[image: ]



    >> clear all;
    A=[25.4  -6.5  5.5  6.3  6.2  4.6;4.5  7.62  0.7  -3.1  -4.5  5.1;…
    8.9  -6.8  5.2  3.07  -4.37  7.8;8.4  -5.05  4.4  2.65  6.53  -4.4;…
    -9.5  4.54  6.3  4.89  4.8  -7.4;6.3  4.08  1.6  -3.5  -7.8  5.6];
    b=[-4.5  7.2  4.3  -2.4  24.7  5.7]';
    [x,flag,relres,iter,resvec] = gmres(A,b)
    x =
        -604/1533
          962/787
          1654/931
          1885/1307
        -441/565
        -889/7237
    flag =              %表示收敛
          0
    relres =
          0
    iter =
          1    6
    resvec =
        1930/71
        8096/311
        1831/137
        1381/128
        1655/221
        1167/286
    >> A*x        %检验是否等于b
    ans =
        -9/2
          36/5
          43/10
        -12/5
          247/10
          57/10


11．准最小残差法

在MATLAB中，提供qmr函数求解线性方程组Ax=b。其中A可以为大的稀疏矩阵，但必须为方阵。如果计算收敛，会有消息提示。如果计算失败，也会给出警告信息，并且给出迭代的相对误差范数

[image: ]


qmr函数的调用格式如下。

x=qmr（A，b）

qmr（A，b，tol）

qmr（A，b，tol，maxit）

qmr（A，b，tol，maxit，M）

qmr（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ）

qmr（A，b，tol，maxit，M1
 ，M2
 ，x0
 ）

qmr（afun，b，tol，maxit，m1fun，m2fun，x0
 ，p1
 ，p2
 ，…）

[x，flag]=qmr（A，b，…）

[x，flag，relres]=qmr（A，b，…）

[x，flag，relres，iter]=qmr（A，b，…）

[x，flag，relres，iter，resvec]=qmr（A，b，…）

调用方式和返回的结果形式与函数bicg一样，这里A为方阵。


【例5-15】
 　利用标准最小残差法求解如下线性方程组。

[image: ]



    >> clear all;
    A=[6.6  -6.8  8.5  9.3  7.2  5.6;5.2  7.2  0.5  -3.1  -3.5  5.3;…
    7.8  -7.8  4.2  3.07  -4.7  7.42;8.4  -4.05  14.4  2.65  6.3  -3.6;…
    -6.5  4.4  25.8  4.8  4.8  -7.4;6.32  3.8  4.6  -3.5  -7.8  5.6];
    b=[-8.5  6.2  25.3  -16.4  4.6  3.7]';
    [x,flag,relres,iter,resvec] = qmr(A,b)
    x =
        12996/185
        8831/131
      -11971/286
        8574/47
      -8339/84
      -39527/346
    flag =
          0
    relres =
          1/580356865486
    iter =
          6
    resvec =
        4449/137
        5800/179
        503/18
      19748/667
      30721/1050
        3527/130
      1/17871182999
    >> A*x            %检验是否等于b
    ans =
        -17/2
          31/5
          253/10
        -82/5
          23/5
          37/10



 5.3.2　迭代法

迭代法是按照某种规律构造一个矢量序列，使其有限矢量是所求线性方程组的精确解。

1．Jacobi迭代法

设有方程组：

[image: ]


记系数矩阵、右端项、解向量分别为：

[image: ]


则方程组的矩阵形式为：

[image: ]


假设系数矩阵A为非奇异阵，故方程组（5-1）就有唯一解x=A-1
 b。设A的主对角线元素[image: ]
 ，由方程组（5-1）的第一个方程解出x1
 ：

[image: ]


同样，由第二个方程解出x2
 ，由第i个方程解出xi
 。则方程组（5-1）等价于：

[image: ]


对任意i=1，2，…，n成立。

令：

[image: ]


则式（5-3）转化为

[image: ]


其矩阵形式为

[image: ]


其中，

[image: ]


如果令：

[image: ]


则有：

[image: ]


给定一个初始向量[image: ]
 ，将x（0）
 代入式（5-5）的右端，确定一个新向量[image: ]
 。至此完成了雅克比迭代的第一步。接着，把x（1）
 再代入式（5-5）的右端，得到[image: ]
 ，至此完成迭代的第二步。一般地，迭代格式表示为：

[image: ]


通过式（5-7）可从初值[image: ]
 得到向量序列[image: ]
 ，如果序列[image: ]
 收敛到x*
 ，则x*
 =Bx*
 +g成立。由式（5-6）知A=D（I-B），故：

[image: ]


所以有Ax*
 =b，这说明x*
 是方程组（5-1）的解。以上求解方程组（5-1）的方法即为雅克比（Jacobi）迭代，也称为简单迭代法，矩阵B称为雅克比迭代法的迭代矩阵。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现用雅克比（Jacobi）迭代求解线性方程组，下面通过编写jacobi.m函数实现此方法，其代码如下。


    function x=jacobi(A,b,P,delta,n)
    %A为n维非奇异阵； b为n维值向量
    % P为初值； delta为误差界； n为给定的迭代最高次数
    N=length(b);
    for k=1:n
        for j=1:N
            x(j)=(b(j)-A(j,[1:j-1,j+1:N])*P([1:j-1,j+1:N]))/A(j,j);
        end
        err=abs(norm(x'-P));
        P=x';
        if(err<delta)
            break;
        end
    end
    P            %显示迭代过程
    x=x';
    k,err



【例5-16】
 　利用Jacobi迭代法求解线性方程组[image: ]
 。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[4 1 -1;1 -5 -1;2 -1 -6];
    b=[13 -8 -2]';
    x0=[0 0 0]';
    [x,n]=jacobi(A,b,x0)
    A*x


运行程序，输出如下。


    x =
        3.0000
        2.0000
        1.0000
    n =    12
    ans =
      13.0000
      -8.0000
      -2.0000


2．Gauss-Seidel迭代法

赛德尔迭代法（Seidel）可看作雅克比迭代法的一种改进。雅克比迭代法不使用变量的最新信息计算[image: ]
 ，而由赛德尔迭代法公式可知，计算[image: ]
 第i个分量[image: ]
 时，用了已经计算出的最新分量[image: ]
 ，赛德尔迭代法每迭代一次只需计算一次矩阵与向量的乘法。

同样设有一个n阶线性方程组，而系数矩阵A的主对角线上的元素非零，把方程组矩阵AX=b类似于雅克比迭代法进行迭代，假设已经求出[image: ]
 ，那么将[image: ]
 代入下式：

[image: ]


的第i个方程，确定一个xi
 值，记为[image: ]
 。即：

[image: ]


算出全部则完成赛德尔迭代法的第一步。记：

[image: ]


则式（5-8）可变为：

[image: ]


再令：

[image: ]


则式（5-9）写成矩阵形式：

[image: ]


重复进行上述过程，可以写出赛德尔迭代法的一般形式：

[image: ]


又因为det（I-L）≠0，故（I-L）-1
 存在，所以迭代格式（5-10）可化为

[image: ]


其中B1
 =（I-L）-1
 U称为赛德尔迭代法的迭代矩阵。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现用赛德尔迭代法迭代求解线性方程组，下面通过编写Seidel.m函数实现此方法，其代码如下。


    function x=Seidel(A,b,P,delta,n)
    %A为n维非奇异阵； b为n维值向量
    % P为初值； delta为误差界； n为给定的迭代最高次数
    N=length(b);
    for k=1:n
        for j=1:N
            if j==1
                x(1)=(b(1)-A(1,2:N)*P(2:N))/A(1,1);
            elseif j==N
                x(N)=(b(N)-A(N,1:N-1)*(x(1:N-1))')/A(N,N);
            else
                x(j)=(b(j)-A(j,1:j-1)*x(1:j-1)-A(j,j+1:N)*P(j+1:N))/A(j,j);
            end
        end
        err=abs(norm(x'-P));
        P=x'
        if(err<delta)
            break;
        end
    end
    x=x';
    k,err



【例5-17】
 　用高斯-赛德尔迭代法求解线性方程组[image: ]
 。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[10 -2 -2;-2 10 -1;-1 -2 3];
    b=[1 0.5 1]';
    x0=[0 0 1]';
    [x,n]=Seidel(A,b,x0)
    A*x


运行程序，输出如下。


    x =
        0.2311
        0.1471
        0.5084
    n =    10
    ans =
        1.0000
        0.5000
        1.0000


3．逐次超松弛法

一般而言，因雅克比迭代收敛速度不够快，所以在工程中用的不是太多。并且在雅克比迭代收敛速度很慢的情况下，通常赛德尔也不会太快。可对赛德尔做修改，提高收敛速度，这就是逐次超松弛（SOR）迭代法。

赛德尔方法中迭代格式为：

[image: ]


将迭代格式改为：

[image: ]


其中，

[image: ]


如果在修正项上加上一个参数ω，使得松弛迭代法公式为：

[image: ]


上式可修改为：

[image: ]


其中，D为线性方程组系数矩阵的对称矩阵。

当ω=1时，即为退出赛德尔迭代法；ω>1时，即为逐次超松弛迭代法；ω<1时，即为逐次低松弛迭代法。通常，统称为逐次松弛迭代法。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现逐次松弛迭代法迭代求解线性方程组，下面通过编写FSOR.m函数实现此方法，其代码如下。


    function [x,n]=FSOR(A,b,x0,w,eps,M)
    %  A为方程组的系数矩阵; b为方程组的右端项;
    %  x0为迭代初始化向量; w为松弛因子
    %  eps为精度要求,默认值为1e-5;
    %  M为最大迭代次数,默认值100;
    %  x为方程组的解; n为迭代次数;
    if nargin==4
        eps=1.0e-6;
        M=200;
    elseif nargin<4
        error
        return
    elseif nargin==5
        M=200;
    end
    if(w<=0 ‖ w>=2)
        error;
        return;
    end
    D=diag(diag(A));      %求A的对角矩阵
    L=-tril(A,-1);      %求A的下三角阵
    U=-triu(A,1);      %求A的上三角阵
    B=inv(D-L*w)*((1-w)*D+w*U);
    f=w*inv((D-L*w))*b;
    x=B*x0+f;
    n=1;                  %迭代次数
    while norm(x-x0)>=eps
        x0=x;
        x =B*x0+f;
        n=n+1;
        if(n>=M)
            disp('Warning:迭代次数太多，可能不收敛！');
            return;
        end
    end



【例5-18】
 　用松弛迭代法求线性方程组[image: ]
 。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[2 -1 0 0;-1 2 -1 0;0 -1 2 -1;0 0 -1 2];
    b=[1 0 1 0]';
    [x,n,flag]=FSOR(A,b,eps,1.26);
    x,n
    A*x


运行程序，输出如下。


    x =
        1.2000
        1.4000
        1.6000
        0.8000
    n =
        31
    ans =
        1.0000
            0
        1.0000
            0


4．两步迭代法

当线性方程系数矩阵为对称正定时，可用一种特殊的迭代法来解决，其迭代公式如下。

[image: ]


这就是所谓的两步迭代法。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现两步迭代法求解线性方程组，下面通过编写towstp.m函数实现此方法，其代码如下。


    function x=towstp(a,b,x0)
    D=diag(diag(a));
    U=-triu(a,1);
    L=-tril(a,-1);
    G1=(D-L)＼U;
    f1=(D-L)＼b;
    G2=(D-U)＼L;
    f2=(D-U)＼b;
    x=G1*x0+f1;
    x=G2*x+f2;
    n=1;
    while norm(x-x0)>=1.0e-6
        x0=x;
        x=G1*x0+f1;
        x=G2*x+f2;
        n=n+1;
    end
    x,n



【例5-19】
 　利用两步迭代法求解下列线性方程组。

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[10 -1 2 0;-1 11 -1 3;2 -1 10 -1;0 3 -1 8];
    b=[6 25 -11 15]';
    x0=[0 0 0 0]';
    towstp(A,b,x0)


运行程序，输出如下。


    x =
        1.0000
        2.0000
      -1.0000
        1.0000
    n =
        8



 5.3.3　求解多元线性方程组

fsolve是用最小二乘法求解非线性方程组F（x）=0的函数，变量x可以是向量或矩阵，方程组可以由代数方程或超越方程构成。函数的调用格式如下。

x=fsolve（fun，x0
 ）：x为方程的零点；fun为所求方程的函数；x0
 为初始点。

x=fsolve（fun，x0
 ，options）：options为选择项，其包括Display、TolX、Jacobian、MaxFunEvals与MaxIter。其中，Display为显示迭代的情况，其有如下参数：off表示不显示（默认情况）；iter表示显示迭代情况；final表示只显示最终的结果。TolX表示x的终止精度。Jacobian使用时，如果为on表示需要在外部函数中定义Jacobi矩阵，如果是off表示用差商代替导数（默认情况）。MaxFunEvals为调用函数的最大次数。MaxIter为最大迭代次数。

x=fsolve（problem）：解决问题，问题是输入参数中描述的结构。

[x，fval] = fsolve（fun，x0
 ）：fval为计算终止时的函数值。

[x，fval，exitflag] = fsolve（…）：exitflag为终止计算的条件信息。

[x，fval，exitflag，output] = fsolve（…）：output为输出关于变量的信息。

[x，fval，exitflag，output，jacobian] = fsolve（…）：jacobian为输出的Jacobi矩阵。


【例5-20】
 　利用fsolve函数求解多元函数[image: ]
 。

变换函数的形式为

[image: ]


根据需要，创建多元函数的M文件函数li5_8fun，m，代码如下。


    function F=fsfun(x)
    F = [2*x(1) - x(2) - exp(-x(1));
          -x(1) + 2*x(2) - exp(-x(2))];


调用fsolve函数求解多元函数的零点，代码如下。


    >> clear all;
    x0 = [-5; -5];                        %初始值为[-5 -5]'
    options=optimset('Display','iter');        %显示每步迭代过程
    [x,fval] = fsolve(@fsfun,x0,options)        %调用fsolve函数求解多元函数


运行程序，输出如下。


                                        Norm of      First-order  Trust-region
    Iteration  Func-count    f(x)          step            optimality    radius
      0          3          47071.2                      2.29e+04      1
    1  6      12003.4          1          5.75e+03      1
      2  9        3147.02          1          1.47e+03      1
      3      12        854.452    1          388            1
      415        239.527          1            107            1
      5      18        67.0412          1          30.8            1
      6      21        16.7042          1          9.05            1
      7      24        2.42788          1          2.26            1
      8      27        0.032658      0.759511        0.206          2.5
      9      30    7.03149e-06      0.111927        0.00294        2.5
      10    33 3.29525e-13    0.00169132      6.36e-07      2.5
    Equation solved.
    fsolve completed because the vector of function values is near zero
    as measured by the default value of the function tolerance, and
    the problem appears regular as measured by the gradient.
    <stopping criteria details>
    x =
        0.5671
        0.5671
    fval =
        1.0e-06 *
      -0.4059
      -0.4059



 5.4　特殊线性方程求解

除了前面介绍的线性方程外，在MATLAB中还提供了其他特殊的线性方程组。


 5.4.1　Lyapunov方程

Lyapunov（李亚普诺夫）方程在控制领域中经常会用到，该方程分为连续型和离散型，在控制系统工具箱中提供专门的函数来求解。

1．连续Lyapunov方程

连续Lyapunov方程的形式可表示为

[image: ]


其中，-C为对称正定的n×n矩阵，并且其解也是对称矩阵。如果在连续Lyapunov方程中给出矩阵A、C，就可以通过控制系统工具箱中提供的专门函数lyap来求解。其调用格式如下。

X=lyap（A，C）


【例5-21】
 　假设连续Lyapunov方程AX+XAT
 =-C中给出矩阵A、C分别为：

[image: ]


试求解该Lyapunov方程的解。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A = [1 2; -3 -4];
    C = [3 1; 1 1];
    X = lyap(A,C)              %计算方程的解
    S=eig(X)          %计算方程的特征值，看看X的正定情况
    E=norm(A*X+X*A'+C)  %计算方程的误差


运行程序，输出如下。


    X =
          37/6          -23/6
        -23/6            3
    S =
        571/1310
      16929/1939
    E =
          1/225179981368525


由误差结果可知，方程的解为原方程的一个精度较高的解。

2．离散Lyapunov方程

离散Lyapunov方程的形式可表示为

[image: ]


如果在离散Lyapunov方程中给出矩阵A、C，就可以通过控制系统工具箱中提供的专门函数dlyap来求解，其调用格式如下。

[image: ]



【例5-22】
 　假设离散Lyapunov方程AXAT
 -X=-C中给出矩阵A、C的值分别如下：

[image: ]


试求解离散Lyapunov方程的解。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[2 1 -2;8 7 0;5 6 3];
    C=[15 4 1;8 2 0;-3 7 2];
    X=dlyap(A,C)            %求解离散方程的解
    S=eig(X)              %计算方程的特征值，看看X的正定情况
    E=norm(A*X*A'-X+C)    %计算方程的误差


运行程序，输出如下。


    X =
        1553/303      -1885/606      1391/1212
      -1603/606      -389/2424      1267/1577
      -2863/1212      493/113      -1022/309
    S =
          1552/255
        -225/1394
        -798/187
    E =
          1/2764591096607



 5.4.2　Sylvester方程

Sylvester方程又称广义Lyapunov方程，仍然可以利用控制工具箱提供的专门函数lyap函数来求解。

Sylvester方程的形式可以表示为

[image: ]


其中，A为n×n矩阵，B为m×m矩阵，C和X均为n×m矩阵。如果在Sylvester方程中给出矩阵A、B、C，就可以通过系统工具箱中提供的专门函数layp函数直接求解。其调用格式如下。

[image: ]



【例5-23】
 　求解Sylvester方程AX+XB=-C的解，其中A、B、C的值分别如下：

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A = 5;
    B = [4 3; 4 3];
    C = [2 1];
    X = lyap(A,B,C)            %求解Sylvester方程的解
    E=norm(A*X*A'-X+C)    %计算方程的误差


运行程序，输出如下。


    X =
          -1/5          -1/20
    E =
        2125/757



 5.4.3　Riccati方程

Riccati方程是常用的一类二次型矩阵方程，由于该方程内含有未知矩阵的二次型，其求解起来比较困难。在MATLAB中可以直接利用系统工具箱中提供的are函数来求解。

Riccati方程的形式可以表示为

[image: ]


其中，A、B、C均为n×n矩阵。如果在Riccati方程中给出矩阵A、B、C，就可以通过系统工具箱中提供的are函数求出其解。该函数的调用格式如下。

X=are（A，B，C）


【例5-24】
 　已知Riccati方程AT
 X+XA-XBX+C=0，其中A、B、C的值如下：

[image: ]


试求解Riccati方程的解。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[8 1 -6;3 5 7;4 -9 2];
    B=[2 1 -2;3 5 7;-1 1 2];
    C=[3 -1 4;1 0 7;-4 2 12];
    X=are(A,B,C)            %求解Riccati方程的解
    S=eig(X)              %计算方程的特征值，看看X的正定情况
    E=norm(A*X*A'-X+C)    %计算方程的误差


运行程序，输出如下。


    X =
        6.0271  -0.4301    0.7998
      -0.6060    3.6600  -3.1510
      -2.4222    0.5504    1.7098
    S =
      5.2529
      3.0720 + 0.5677i
      3.0720 - 0.5677i
    E =
      676.9275



 5.5　非线性方程（组）求解

科学与工程计算中许多问题的模型可以归结为非线性系统，这类非线性方程有着广泛的应用领域，但是实际求解过程却异常复杂，因此需要给出有效实用的数值求解方法。但是当前非线性问题的研究十分复杂，从数值计算的角度来看，许多问题仍需要深入探讨。


 5.5.1　二分法

在所有数值方法中，用二分法求解非线性方程是最直观、最简单的方法。二分法是以连续函数的介值定理为基础建立的。由介值定理可知，如果函数f（x）在区间[a，b]上连续，同时f（a）f（b）<0，即f（a）和f（b）符号相反，那么f（x）在区间[a，b]内一定有实根。

二分法的基本思想为：用对分区间的思路根据分点处函数f（x）的符号逐步将有限区间缩小使在足够小的区间内，分点与理论上的根之间距离足够小，继而用分点的值近似理论上的根。

二分法步骤的第一步是在区间[a，b]选择中点c=（a+b）/2，然后分析可能存在的以下三种情况。

如果f（a）与f（c）符号相反，则在区间[a，c]内存在零点；

如果f（c）与f（b）符号相反，则在区间[c，b]内存在零点；

如果f（c）=0，则c是零点。

于是，有根的区间比起始区间减小了一半，依此过程，直到区间足够小。为了明晰该过程的细节，可采用如下表示方法。

设当前的有根区间为[ak
 ，bk
 ]，取[image: ]
 ，若[image: ]
 ，则令[image: ]
 ，[image: ]
 ；否则令[image: ]
 。再取[image: ]
 ，进入下一步计算。

设初始有根区间为[a，b]，x*
 是方程的根，xk
 为第k次区间[ak
 ，bk
 ]的中点，则

[image: ]


显然，如果二分过程无限地继续，序列｛xk
 ｝必将收敛到x*
 。

此外，式（5-11）也给出了算法的终止条件，当[image: ]
 时，算法停止运算，其中ε为给定的满足精度要求误差限。

二分法的算法如下。

（1）取初始有根区间[a，b]（满足f（a）f（b）<0），以及精度要求ε。

（2）若[image: ]
 ，则停止计算。

（3）取[image: ]
 ，若f（a）f（b）<0，则置b=x；否则置a=x，转（2）继续。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现二分法，下面通过自定义bisect.m函数实现二分法。其代码如下。


    function [x0, fval] = bisect(fun,a,b,D);
    %bisect.m函数为利用二分法求解非线性方程的解
    % x0为返回的方程解
    % a和b是区间的端点
    % D是求解的精度,默认值为1e-6
    % fun为程序中求解函数定义了的函数文件名称
    fa = feval(fun,a); %计算a点函数值
    fb = feval(fun,b); %计算b点函数值
    if fa*fb>0; %检查解的存在性
        error('该方程无解!!!');
    end
    if nargin<3; %检查输入参数个数
        error('a和b还没定义');
    elseif nargin==3; %设置D的默认值
        D=1e-6;
    end
    if fa == 0; %检查a点函数值非零？
        m = a;
        fm = fa;
    elseif fb == 0; %检查b点函数值非零？
        m = b;
        fm=fb;
    else
        while abs(b-a)>D; %控制二分法结束条件
            m = [a+b]/2; %二分区间端点
            fm = feval(fun,m); %计算中点的函数值
            if fa*fm>0;  %条件
                a = m;  %端点更新
                fa = fm; %端点函数值更新
            elseif fb*fm>0; %条件
                b = m; %端点更新
                fb = fm; %端点函数值更新
            else
                break
            end
        end
    end
    x0 = m;
    if nargout==2;
        fval = fm; %根据输出个数赋值
    end



【例5-25】
 　用二分法求方程f（x）=x3
 cos（x）+2x2
 -2sinx在区间[1，3]内的根。

编写所求非线性方程的M文件，代码如下。


    function f=fun_25(x)
    f=x^3*cos(x)+2*x^2-2*sin(x);
    %调用编写的二分函数求解非线性方程
    [x0, fval]=bisect('fun_25',1,3,1.0e-5)


运行程序，输出如下。


    x0 =
        2.3978
    fval =
      -4.1724e-06



 5.5.2　迭代法

迭代法是函数方程求根中最常用的求近似方法，用迭代法求函数方程f（x）=0的近根，首先要将方程化成等价方程x=φ（x）。等价就是，如果x*
 为原方程的根，那么x*
 =φ（x*
 ），反之，如果x*
 满足x*
 =φ（x*
 ），那么f（x*
 ）=0。迭代法就是求方程x=φ（x）的解的一种方法，为了进行迭代，先选取一个初始值近似x0
 ，构造迭代格式为

[image: ]


如果[image: ]
 ，则称此迭代法是不动点迭代法。容易知道构造不动点迭代的迭代公式不一定收敛，且收敛速度也受所构造的迭代公式的好坏所影响。

1．不动点迭代法

对于非线性方程f（x）=0常可以化成等价的方程x=g（x），可选取一个初始近似值x0
 ，构造迭代序列：

[image: ]


如此产生序列｛xk
 ｝。这种迭代方法称为不动点迭代或Picard迭代。

假设g（x）为定义在区间[a，b]上的实函数，其满足以下条件。

（1）[image: ]


（2）利普希次条件，且利普希次常数L<1，即存在正常数L<1，使得

[image: ]


那么对任意的初始值[image: ]
 ，由于Picard迭代产生的序列都收敛于唯一的不动点p。

在MATLAB中没有提供现成的函数实现利用不动点迭代法求解非线性方程的解，可通过自定义编写Picardfun.m函数实现利用不动点迭代法求解非线性方程的解。


    function [x,n]=Picardfun(f,x0,eps)
    if(nargin==2)
        eps=1.0e-4;
    end
    tol=1;
    x=x0;
    n=0;
    while(tol>eps)
        n=n+1;
        r1=x;
        x=subs(sym(f),findsym(sym(f)),r1)+r1;
        tol=abs(x-r1);
    end



【例5-26】
 　利用不动点迭代法求解方程[image: ]
 的一个根，迭代初始值为0.5。

其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear all;
    [r,n]=Picardfun('1/8*(35*x^4-30*x^2+3)',0.5)


运行程序，输出如下。


    r =
        0.3400
    n =
        52


2．Steffensen迭代法

Steffensen（斯特芬森）迭代法解方程x=g（x）可以看成是另一种不动点迭代：

[image: ]


其中迭代函数为

[image: ]


由此得到迭代公式为

[image: ]


在MATLAB中没有提供现成的函数实现利用Steffensen迭代法求解非线性方程的解，可通过自定义编写Steffensenfun.m函数实现利用Steffensen迭代法求解非线性方程的解。


    function [x,n]=Steffensenfun(f,x0,eps)
    if(nargin==2)
        eps=1.0e-4;
    end
    tol=1;
    x=x0;
    n=0;
    while(tol>eps)
        n=n+1;
        r1=x;
        y=subs(sym(f),findsym(sym(f)),r1)+r1;
        z=subs(sym(f),findsym(sym(f)),y)+y;
        x=r1-(y-r1)^2/(z-2*y+r1);
        tol=abs(x-r1);
    end



【例5-27】
 　利用Steffensen迭代法求解非线性方程x2
 -5cos（2x）-4=0在x0
 =1附近的根，精确到1e-6。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    [x,n]=Steffensenfun('x^2-5*cos(2*x)-4',1,1e-6)


运行程序，输出如下。


    x =
        1.0853
    n =
        5


3．牛顿迭代法

Newton迭代法是最重要的，而且是应用最为广泛的一种迭代法。由于它广为人们所知，在此不对它的推导进行介绍。Newton迭代法的迭代公式为

[image: ]


Newton迭代法是超线性收敛的，因此，使用它计算更快捷。

在MATLAB中没有提供现成的函数实现利用Newton迭代法求解非线性方程的解，可通过自定义编写Newtonfun.m函数实现利用Newton迭代法求解非线性方程的解。


    function [x,n]=Newtonfun(f,x0,eps)
    if(nargin==2)
        eps=1.0e-5;
    end
    %计算原函数的导数
        df=diff(sym(f));
        x1=x0;
        n=0;          %time记次用
        err=0.1;    %给定一个误差初值  以循环方式进行计算
        while(err>eps)
            n=n+1;
            fx=subs(f,x1);
            df=subs(df,x1);
            x=x1-fx/df;
            err=abs(x-x1);
            x1=x;
        end
    end



【例5-28】
 　利用牛顿迭代法求解非线性方程x3
 +2x2
 +10x-20=0的一个根，其初始值为x0
 =1.4，精确度为1e-5。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    [x,n]=Newtonfun('x^3+2*x^2+10*x-20',1.4,1e-5)


运行程序，输出如下。


    x =
        1.3688
    n =
        3



 5.5.3　弦截法

如果f（x）=0在区间[a，b]内有根，用两点连线与x轴交点逼近曲线f（x）与x轴的交点。有迭代公式：

[image: ]


通常将a，b取为两个初始值。

几何意义：用两点连线与x轴交点逼近曲线f（x）与x轴的交点。

在MATLAB中没有提供现成的函数实现利用弦截法求解非线性方程的解，可通过自定义编写xuanjiefun.m函数实现利用弦截法求解非线性方程的解。


    function x=xuanjiefun(f,a,b,eps)
    if(nargin==3)
        eps=1.0e-4;
    end
    f1=subs(sym(f),findsym(sym(f)),a);
    f2=subs(sym(f),findsym(sym(f)),b);
    if(f1==0)
        x=a;
    end
    if(f2==0)
        x=b;
    end
    if(f1*f2>0)
        disp('两端点函数值乘积大于0!');
        return;
    else
        tol=1;
        fa=subs(sym(f),findsym(sym(f)),a);
        fb=subs(sym(f),findsym(sym(f)),b);
        x=a-(b-a)*fa/(fb-fa);
        while(tol>eps)
            r1=x;
            fx=subs(sym(f),findsym(sym(f)),r1);
            s=fx*fa;
            if(s==0)
                x=r1;
            else
                if(s>0)
                    x=b-(r1-b)*fb/(fx-fb);
                else
                    x=a-(r1-a)*fa/(fx-fa);
                end
            end
            tol=abs(x-r1);
        end
    end



【例5-29】
 　用弦截法求解非线性方程x3
 -3x-1=0在x0
 =2附近的根。精确度为1e-5，取a=1.8，b=2。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    x=xuanjiefun('x^3-3*x-1',1.8,2,1e-5)


运行程序，输出如下。


    x =
        1.8794



 5.5.4　拟牛顿法

与弦截法的思想类似，为了减少因计算导数带来的大量计算量，构成另一种迭代法，即拟牛顿法。

其迭代过程为

[image: ]


拟牛顿法的思想是用比较简单的矩阵Ak
 来近似F′（xk
 ），A0
 可选为单位阵。

在MATLAB中没有提供现成的函数实现利用拟牛顿法求解非线性方程组的解，可通过自定义编写mulBroynewton.m函数实现利用拟牛顿法求解非线性方程组的解。


    function [x,m]=mulBroynewton(F,x0,A,eps)
    if nargin==2
        A=eye(length(x0))
        eps=1.0e-4;
    else
      if nargin==3
            eps=1.0e-4;
      end
    end
    x0 = transpose(x0);
    Fx = subs(F, findsym(F),x0);
    x=x0-A＼Fx;
    m=1;
    tol=1;
    while tol>eps
        x0=x;
        Fx = subs(F, findsym(F),x0);
        x=x0-A＼Fx;
        y=x-x0;
        Fr = subs(F, findsym(F),x);
        z= Fr-Fx;
        A1=A+(z-A*y)*transpose(y)/norm(y);
        A=A1;
        m=m+1;
        if(m>100000)
            disp('迭代步数太多，可能不收敛！');
            return;
        end
        tol=norm(x-x0);
    end



【例5-30】
 　利用拟牛顿法对非线性方程组[image: ]
 求解，初始值为[image: ]
 。

其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear all;
    syms x y;
    z=[0.5*sin(x)+0.1*cos(x*y)-x;0.5*cos(x)-0.1*sin(y)-y];
    [x,m]=mulBroynewton(z,[0.5 0.5])


运行程序，输出如下。


    x =
      0.1979
      0.4470
    m =
      16



 5.5.5　最速下降法

实际上，求得的数值解一般不是严格的解。因为解有误差，将其代入方程后，等号左边不会严格等于零（理论上讲，如果找的解是这个方程组的严格解，则代入方程组后，即每个方程的等式的右边等于左边），而是等于一个很小的数，这里通常称为误差。当然我们都希望所有的这n个误差越小越好。

但是如何找到衡量n个数误差“小”的标准呢？简单地想，如果这n个数的和最小，是否可行呢？实际是不行的，如有两个数，一个是正的很大，一个是负的很大，其相加和虽然很小，但却不是所要的结果。我们期望这两个数都在0的附近。

一个可行的方法是使这n个误差的平方和最小，这个思想很重要，虽然在这里看来简单。要使误差的平方和最小，可以把平方和用一个代价函数表示出来，令其为h，即有：

[image: ]


如果给定一个初值x0
 ，希望找到一条路线使得每一次x迭代后代价函数都会比原来小一些：

[image: ]


λ为步长因子。pk
 的不同，就构成不同的下降算法。如果取

[image: ]


就是所谓的最速下降法。最速下降法是大范围收敛的，h在某xk
 处沿最速下降方向p（x）=-gradh（x）下降得最快。但是就整个过程而言，并不是这样，尤其在比较接近解的时候往往会变得非常缓慢。

由上述介绍的最速下降法的算法步骤如下。

（1）给定一组初始解x0
 ；

（2）令[image: ]
 ，对给定的精度ε，如果φ<ε，则认为x0
 为方程组的解，否则计算

[image: ]


其中[image: ]
 ，h为控制收敛的步数。

（3）计算

[image: ]


然后转到（2），直到求出满足精度的解。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现用最速下降法求非线性方程组的解，通过编写Steepestdescent.m函数利用最速下降法求解非线性方程组。代码如下。


    function [x,n]=Steepestdescent(F,x0,h,eps)
    % Steepestdescent.m函数为用最速下降法求非线性方程组的解
    % F为被求的非线性方程组； x0为给定的初始解
    % h为数值微分增量步； eps为解的精度
    % x为求得非线性方程组的解； n为迭代步数
    format long;
    if nargin==3
        eps=1.0e-8;
    end
    m = length(x0);
    x0 = transpose(x0);
    n=1;
    tol=1;
    while tol>eps
        fx = subs(F,findsym(F),x0);
        J = zeros(m,m);
        for i=1:m
            x1 = x0;
            x1(i) = x1(i)+h;
            J(:,i) = (subs(F,findsym(F),x1)-fx)/h;
        end
        lamda = fx/sum(diag(transpose(J)*J));
        x=x0-J*lamda;  %核心迭代公式
        fr = subs(F,findsym(F),x);
        tol=dot(fr,fr);
        x0 = x;
        n=n+1;
        if(m>100000)                                        %迭代步数控制
            disp('迭代步数太多，可能不收敛！');
            return;
        end
    end
    format short;



【例5-31】
 　用最速下降法求解如下非线性方程组的解，其初始值为（-2，4），解精确到1e-6。

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear all;
    syms x y
    z=[0.5*sin(x)+0.1*cos(x*y)-x;0.5*cos(x)-0.1*sin(y)-y];
    [x,n]=Steepestdescent(z,[-2,4],20,1e-6)


运行程序，输出如下。


    x =
        0.1962
        0.4473
    n =
        25




第6章　数据插值与拟合

在实际的实验和勘探中，都会产生大量的数据。为了解释这些数据或者根据这些数据做出预测、判断，给决策者提供重要的依据，需要对测量数据进行拟合，寻找一个反映数据变化规律的函数。


 6.1　插值

在生产实践与科学研究中，常常有这样的问题：由实验或测量得到变量间的一批离散样点，要求得到变量之间的函数关系或得到样点之外的数据值。与此有关的一类问题为插值问题。

设函数y=f（x）在区间[a，b]上有定义，且已知y在n+1个互异的节点上的值为y0
 ，y1
 ，…，yn-1
 ，yn
 ，若存在简单函数P（x），使yi
 =P（xi
 ）（i=0，1，…，n）成立，就称P（x）为f（x）关于节点x0
 ，x1
 ，…，xn-1
 ，xn
 的插值函数，点x0
 ，x1
 ，…，xn-1
 ，xn
 称为插值节点，包含插值节点的区间[a，b]称为插值区间，而f（x）称为被插函数，求插值函数P（x）的方法称为插值法。若P（x）为不超过n次的多项式，就称P（x）为插值多项式。

给定被插函数f（x），如果插值节点为x0
 ，x1
 ，…，xn-1
 ，xn
 ，yi
 =f（xi
 ），则存在唯一的插值多项式函数P（x）=a0
 +a1
 x+…+an
 xn
 满足插值条件yi
 =P（xi
 ）。


 6.1.1　插值的一般方法

数值计算中常用的插值方法有拉格朗日（Lagrange）插值、牛顿（Newton）插值、埃尔米特（Hermite）插值、三次样条插值等。

1．拉格朗日插值

拉格朗日插值包括最简单的线性插值、抛物线插值和n次拉格朗日多项式插值。

设有n+1个节点x0
 <x1
 <…<xn
 ，构造n次插值基函数

[image: ]


在n+1个节点x0
 <x1
 <…<xn
 上，即

[image: ]


则插值多项式Pn
 （x）可表示为

[image: ]


上式即称为拉格朗日多项式。当n=1时为线性插值；当n=2时为抛物线插值。

由Lk
 （x）的定义可知：

[image: ]


如果[image: ]
 在[a，b]上连续，[image: ]
 在（a，b）内有定义。设Pn
 （x）是过点x0
 ，x1
 ，…，xn
 的满足条件P（xi
 ）=yi
 （i=0，1，…，n），且次数不高于n的插值多项式，其中[a，b]是包含x0
 ，x1
 ，…，xn
 的任意区间，则对任意给定的x∈（a，b），拉格朗日多项式为

[image: ]


其中，ξ∈（a，b），且依赖于x。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现拉格朗日插值，通过自定义编写Languagefun.m函数实现拉格朗日插值，代码如下。


    function s=Languagefun(x,y,t)
    % Languagefun为求拉格朗日插值多项式函数，x为X坐标向量，
    % y为Y坐标向量，t为插值点的x坐标
    syms p;
    n=length(x);            %读取x向量维数            
    s=0;
    for(k=1:n)
        la=y(k);
    %构造基函数
        for(j=1:k-1)
            la=la*(p-x(j))/(x(k)-x(j));
        end;
        for(j=k+1:n)
            la=la*(p-x(j))/(x(k)-x(j));
        end;
        s=s+la;
        simplify(s);      
    end
    %对输入参数个数做判断，如果只有两个参数直接给出插值多项式
    %如果有3个参数则给出插值点的插值结果,第三个参数可以为向量
    if(nargin==2)
      s=subs(s,'p','x');
      s=collect(s);          %展开多项式
      s=vpa(s,4);          %把系数取到6位精度表达
    else
      m=length(t);    %读取t长度
      %分别对t的每一个分量插值
      for i=1:m
        temp(i)=subs(s,'p',t(i));
      end
        s=temp;
    end



【例6-1】
 　根据表6-1所示的数据求出其拉格朗日插值多项式，并计算当x=1.5时的y值。


表6-1　插值数据

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    x=0:0.5:3;
    y=[0 0.4794 0.8415 0.9975 0.9093 0.5985 0.1411];
    f1=Languagefun(x,y)        %求插值多项式
    f2=Languagefun(x,y,1.5)    %求插值结果


运行程序，输出如下。


    f1 =
    - 0.001271*x^6 + 0.01193*x^5 - 0.005211*x^4 - 0.1631*x^3 - 0.0008178*x^2 + 0.9999*x
    f2 =
        0.9975


2．Newton插值

拉格朗日插值多项式在理论分析中非常方便，因为它的结构紧凑，利用基函数就很容易得到插值函数。但是拉格朗日插值多项式也有一些缺点，主要是当插值点增加、减少或其位置发生变化时，整个插值多项式的结构都会改变，这就不便于一些实际应用，增加了算法的难度。牛顿构造了均差插值多项式。

1）一阶差商

称函数值的差f（x1
 ）-f（x0
 ）与自变量的差x1
 -x0
 的比值为f（x）关于点x0
 ，x1
 的一阶差商，并记为f[x0
 ，x1
 ]，即
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而称[image: ]
 为f（x）关于点x0
 ，x1
 ，x2
 的二阶差商。

函数关于x0
 的零阶差商即为函数在x0
 的函数值，f[x0
 ]=f（x0
 ）。

2）k阶差商

设点x0
 ，x1
 ，…，xk
 互不相同，f（x）关于x0
 ，x1
 ，…，xk
 的k阶差商为

[image: ]


3）计算差商

按照差商的定义，用两个k-1阶差商的值计算k阶差商，通常用差商表的形式计算和存放。

由于差商对节点具有对称性，可以任意选择两个k-1差商的值计算k阶差商。
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根据均差定义，把x看成[a，b]上一点，可得
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只要把后一式代入前一式，就得到
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其中
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由上式确定的多项式Nn
 （x）显然满足插值条件，且次数不超过n次的多项式，其系数为
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称Nn
 （x）为牛顿均差插值多项式。系数ak
 为各阶均差，牛顿均差插值多项式在计算量上比拉格朗日多项式节省很多，且便于应用程序设计。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现牛顿插值，可编写Newtoninter.m函数实现此插值，代码如下。


    function s=Newtoninter(x,y,x0)
    %Newtoninter.m函数为求已知数据点的牛顿插值
    %x为数据点的x坐标向量
    %y为数据点的y坐标向量
    %x0为插值的x坐标
    %s为求得的牛顿插值多项式或在x0处的插值
    syms p;                %定义符号变量
    s=y(1);
    h=0;
    dxs=1;
    n=length(x);          %读取x的长度
    %%构造牛顿插值方法
    for(i=1:n-1)
        for(j=i+1:n)
            h(j) = (y(j)-y(i))/(x(j)-x(i));
        end
        temp1(i)=h(i+1);
        dxs=dxs*(p-x(i));
        s=s+temp1(i)*dxs;
        y=h;
    end
      simplify(s);
    %如果插值点函数缺省  则直接输出多项式
    if(nargin == 2)
          s=subs(s,'p','x');
          s=collect(s);
          s=vpa(s,4);
    else
    %读取要插值点向量长度,可以直接对多点插值计算
      m=length(x0);
      for i=1:m
      temp(i)=subs(s,'p',x0(i));
      end
      %得到的是系列插值点的插值结果
      s=temp;
    end



【例6-2】
 　（1）已知零阶Bessel函数f（x）在若干点处的函数值为：
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用牛顿插值法计算x在1.4处的近似值。

（2）5阶勒让德多项式为
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在[-1，1]上任意取8个点，如x=[-0.3 0.1 -0.6 0 -0.5 0.9 0.4 1.2]。

① 根据5阶勒让德多项式，算出这8个点的值。

② 依据这8个点做牛顿插值。

③ 根据牛顿插值，计算x=[0.27 0.36 -0.45]时的近似结果。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    x=[1.0 1.3 1.6 1.9 2.2];
    y=[0.7651977 0.6200860 0.4554022 0.2818186 0.1103623];
    x0=1.4;
    disp('用牛顿法在x=1.4处插值： ')
    yx=Newtoninter(x,y,x0)        %用牛顿法在x=1.4处插值
    syms x                    %定义符号变量
    %勒让德多项式
    fx=(52*x^5-64*x^3+12*x)/8;
    v=[-1,1,-1,1];
    %%%%%%%插值基点
    x01=[-0.3 0.1 -0.6 0 -0.5 0.9 0.4 1.2];
    disp('显示插值点的函数值： ')
    y0=subs(fx,x01)        %插值点的函数值
    disp('得到的牛顿插值表达式： ')
    yt=Newtoninter(x01,y0)
    x02=[0.27 0.36 -0.45]
    disp('显示真值： ')
    legen5=subs(fx,x02)
    %但是为了说明问题，这里重新调用牛顿插值方法
    chazhi=Newtoninter(x01,y0,x02)
    disp('显示勒让德多项式插值与牛顿插值的误差： ')
    err=legen5-chazhi  %两者误差


运行程序，输出如下。

用牛顿法在x=1.4处插值：


    yx =
        0.5668


显示插值点的函数值：


    y0 =
      -0.2498  0.1421    0.3226    0    0.0469  -0.6438    0.1546    4.1501


得到的牛顿插值表达式：


    yt =
    1.554  *10^(-14)*x^7 - 2.132*10^(-14)*x^6 + 6.5*x^5 + 1.229*10^(-14)*x^4 - 8.0*x^3 + 1.043*10^(-15)*x^2 + 1.5*x + 1.073*10^(-17)
    x02 =
        0.2700    0.3600  -0.4500


显示真值：


    legen5 =
        0.2569    0.2061  -0.0659
    chazhi =
        0.2569    0.2061  -0.0659


显示勒让德多项式插值与牛顿插值的误差：


    err =
    1.0  e-015 *
      -0.2220  -0.4163    0.0278


3．埃尔米特插

前面介绍的拉格朗日插值与牛顿均差插值都要求插值多项式在插值点处的取值与函数值相等。有些实际问题，不仅要求插值多项式在插值点与函数值相同，而且要求导数相同，这类问题就是埃尔米特（Hermit）插值问题。

如果f（x）在区间[a，b]上连续可导，x0
 ，x1
 ，…，xn-1
 ，xn
 ∈[a，b]是互异的，那么存在唯一的多项式[image: ]
 满足多项式在这些点上的值与函数f（x）的值相等、多项式在这些点的一些导数值与函数的一阶导数值相等。

这个多项式可表示为
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其中
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这就是埃尔米特插值的基本公式。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现埃尔米特插值，通过自定义编写Hermitefun.m函数实现埃尔米特插值，代码如下。


    function f = Hermitefun(x,y,yd,x0)
    % Hermitefun.m为埃尔米特插值，x为X坐标向量，y为Y坐标向量，
    % yd为已知数据点的导数向量，x0为插值点x的坐标
    syms t;
    f = 0.0;
    if(length(x) == length(y))
        if(length(y) == length(yd))
            n = length(x);
        else
            disp('y和y的导数的维数不相等！');
            return;
        end
    else
        disp('x和y的维数不相等！');
        return;
    end
    for i=1:n
        h = 1.0;
        a = 0.0;
        for j=1:n
            if(j ~= i)
                h = h*(t-x(j))^2/((x(i)-x(j))^2);
                a = a + 1/(x(i)-x(j));
            end
        end
        f = f + h*((x(i)-t)*(2*a*y(i)-yd(i))+y(i));
        if(i==n)
            if(nargin == 4)
                f = subs(f,'t',x0);
            else
                f = vpa(f,6);
            end
        end
    end



【例6-3】
 　根据表6-2的数据求其埃尔米特插值多项式，并计算当x=1.56时的y值。


表6-2　插值数据

[image: ]
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其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    x=[1 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2];
    y=[0 0.4794 0.8415 0.9975 0.9093 0.5985 0.1411];
    yd=[0.5 0.4568 0.4236 0.3977 0.3784 0.1755 0.2378];
    f1=Hermitefun(x,y,yd)
    f2=Hermitefun(x,y,yd,1.56)


运行程序，输出如下。


    f1 =
    188380.0  *(t - 1.8)^2*(t - 1.4)^2*(t - 1.2)^2*(t - 2.2)^2*(t - 1.0)^2*(t - 2.0)^2*(0.3977*t + 0.36118) - 470.95*(3.21915*t - 7.22323)*(t - 1.8)^2*(t - 1.6)^2*(t - 1.4)^2*(t - 1.2)^2*(t - 1.0)^2*(t - 2.0)^2 - 16954.2*(7.50525*t - 15.609)*(t - 1.8)^2*(t - 1.6)^2*(t - 1.4)^2*(t - 1.2)^2*(t - 2.2)^2*(t - 1.0)^2 + 16954.2*(6.6091*t - 7.45152)*(t - 1.8)^2*(t - 1.6)^2*(t - 1.4)^2*(t - 2.2)^2*(t - 1.0)^2*(t - 2.0)^2 + 470.95*(0.5*t - 0.5)*(t - 1.8)^2*(t - 1.6)^2*(t - 1.4)^2*(t - 1.2)^2*(t - 2.2)^2*(t - 2.0)^2 + 105964.0*(5.33235*t - 6.62379)*(t - 1.8)^2*(t - 1.6)^2*(t - 1.2)^2*(t - 2.2)^2*(t - 1.0)^2*(t - 2.0)^2 - 105964.0*(4.92585*t - 9.77583)*(t - 1.6)^2*(t - 1.4)^2*(t - 1.2)^2*(t - 2.2)^2*(t - 1.0)^2*(t - 2.0)^2
    f2 =
        0.9668



 6.1.2　MATLAB有关插值函数

除了前面介绍的自定义编写函数实现相关插值外，在MATLAB中还提供了一些函数实现相关插值，下面分别给予介绍。

1．一维插值

一维插值是进行数据分析的重要方法，在MATLAB中，一维插值有基于多项式的插值和基于快速插值两种类型。一维插值就是对一维函数y=f（x）进行插值。

1）一维多项式插值

当被插值函数f（x）为一元函数时，插值过程称为一维插值，如图6-1所示为一维插值的简单示意图。

[image: ]
图6-1　一维插值示意图



一维插值是进行数据分析的重要手段，MATLAB中提供了interp1函数进行一维多项式插值。interp1函数使用多项式技术，用多项式函数通过所提供的数据点，并计算目标插值点上的插值函数。其调用格式如下。

yi
 =interp1（x，Y，xi
 ）：x必须为向量，Y可以是向量也可以是矩阵。如果Y是向量，则必须与变量x具有相同的长度，这时xi
 可以是标量，也可以是向量或者矩阵。

yi
 =interp1（Y，xi
 ）：在默认情况下，x变量选择为1：n，其中n是向量Y的长度。

yi
 =interp1（x，Y，xi
 ，method）：输入变量method用于指定插值的方法，其取值有以下几种。

（1）method=nearest：最邻近插值方法。这种插值方法在已知数据的最邻近点设置插值点，对插值点的数值进行四舍五入，对超出范围的数据点返回NaN。

（2）method=linear：线性插值，这是method的默认值。该方法采用直线将相邻的数据点相连，对超出数据范围的数据点返回NaN。

（3）method=spline：三次样条插值，该方法采用三次样条函数获取插值数据点，在已知点为端点的情况下，插值函数至少具有相同的一阶和二阶导数。

（4）method=pchip：分段三次埃尔米特多项式插值。

（5）method=cubic：三次多项式插值，与分段三次埃尔米特多项式插值方法相同。

（6）method=v5cubic：MATLAB 5中使用的三次多项式插值。

yi
 =interp1（x，Y，xi
 ，method，'extrap'）：对超出数据范围的插值运算使用外推方法。

yi
 =interp1（x，Y，xi
 ，method，extrapval）：对超出数据范围的插值数据返回extrapval数值，一般为NaN或0。

pp = interp1（x，Y，method，'pp'）：返回数值pp为数据Y的分段多项式形式，method指定产生分段多项式pp的方法。

以上的method方法中有以下特点。

（1）nearest方法速度最快，占用内存最小，但一般误差最大，插值结果最不光滑。

（2）linear分段线性插值方法则在速度和误差之间取得了比较好的均衡，其插值函数具有连续性，但在已知数据点处的斜率一般都会改变，因此不是光滑的。

（3）spline三次样条插值方法是所有插值方法中运行耗时最长的，其插值函数及插值函数的一阶、二阶导数函数都连续，因此是最光滑的插值方法，占用内存比cubic方法小，但当已知数据点不均匀分布时可能会出现异常结果。

（4）cubic三次多项式插值法中插值函数及其一阶导数都是连续的，因此其插值结果也比较光滑，运算速度比spline方法稍快，但占用内存最多。在实际应用中，应根据实际需求和运算条件选择合适的算法。

MATLAB中提供的interp1q函数也是用于一维插值。其与inertp函数的主要区别在于，当给定的数据是不等间距分布时，interp1q实现插值的速度比interp快。值得注意的是，interp1q执行的插值数据x必须是单调递增的。


【例6-4】
 　假设已知的数据点来自函数f（x）=（x2
 -3x+5）e-5x
 sinx，试根据生成的数据进行插值处理，得出较平滑的曲线。

根据给出函数则可以直接生成数据，并绘制如图6-2（a）所示的折线图。


    >> clear all;
    x=0:0.12:1;
    y=(x.^2-3*x+5).*exp(-5*x).*sin(x);
    plot(x,y,x,y,'ro');


可以看出，由这样的数据直接连线绘制出来的曲线十分粗糙，可以再选择一组插值点，然后直接调用interp1函数进行插值近似。


    >> x1=0:0.02:1;
    y0=(x1.^2-3*x1+5).*exp(-5*x1).*sin(x1); 
    y1=interp1(x,y,x1);
    y2=interp1(x,y,x1,'cubic');
    y3=interp1(x,y,x1,'spline');
    y4=interp1(x,y,x1,'nearest');
    plot(x1,[y1',y2',y3',y4'],':',x,y,'o',x1,y0);
    [max(abs(y0(1:49)-y2(1:49))),max(abs(y0-y3)),max(abs(y0-y4))];


分别选择各种拟合选项，可以得出拟合结果与理论曲线，它们之间的比较如图6-2（b）所示。

[image: ]
图6-2　一维函数各种插值效果



可以看出，默认的直线型拟合得到的曲线和图6-2（a）中的同样粗糙，因为该方法就是对各个点的直接连线，而nearest选项得出的拟合效果就更差了。采用cubic和spline选项的拟合更接近于理论值。事实上，应用样条插值算法得出的插值十分逼近理论值，甚至用肉眼难以分辨。所以样条函数插值在此一维数据插值拟合中还是很有效的。样条插值还可以通过spline函数和样条插值工具箱求出。


【例6-5】
 　利用interp1及interp1q函数共同插值数据。


    >> clear all;
    x = (0:10)';
    y = sin(x);
    xi = (0:.25:10)';
    disp('interp1函数插值所需时间： ');tic;
    yi = interp1(x,y,xi);
    toc;
    disp('interp1q函数插值所需时间： ');tic
    yx = interp1q(x,y,xi);
    toc
    plot(x,y,xi,yi,'ro',xi,yx,'kd');
    legend('散点图','interp1插值','interp1q插值');


运行程序，输出如下，效果如图6-3所示。

interp1函数插值所需时间：


    Elapsed time is 0.057250 seconds.


interp1q函数插值所需时间：


    Elapsed time is 0.016974 seconds.


[image: ]
图6-3　interp1与interp1q函数插值效果



2）一维快速插值

在MATLAB中，一维快速傅里叶插值通过函数interpft来实现，该函数利用傅里叶变换将输入数据变换到频域，然后用更多点实现傅里叶逆变换，变换回时域，其结果是对数据进行增采样。函数的调用格式如下。

y=interpft（x，n）：对x进行傅里叶变换，然后采用n点傅里叶反变换，变回到时域。如果x为一个向量，数据x的长度为m，采样间隔为dx，则数据y的采样间隔为dx×m/n，其中n必须大于m。如果x为矩阵，该函数对矩阵x的列进行操作，其返回的结果y与x具有相同的列，行数为n。

y=interpft（x，n，dim）：在dim指定的维度上进行操作。


【例6-6】
 　利用一维快速傅里叶插值实现数据增采样。


    >> clear all;
    y = [0 .5 1 1.5 2 1.5 1 .5 0 -.5 -1 -1.5 -2 -1.5 -1 -.5 0];    %插值数据
    N = length(y);
    L = 5;
    M = N*L;            %将采样提到了5倍
    x = 0:L:L*N-1;
    xi = 0:M-1;
    yi = interpft(y,M);  %采用一维快速傅里叶插值
    plot(x,y,'o',xi,yi,'*')
    legend('原始数据','插值后数据');


运行程序，效果如图6-4所示。
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图6-4　一维快速插值效果



3）三次样条插值

利用分段多项式逼近函数可以降低插值多项式的阶数，使曲线连接处更加光滑，这种插值方法称为样条插值，分段插值多项式称为样条函数，采用点称为节点。样条插值广泛地应用于各种制造业的计算机辅助设计（CAD）、各种图形的绘制工作、地理信息系统、实验数据的拟合等。在样条函数中，应用最广的是三次样条函数。

在interp1等插值函数的method选项中提供了样条插值spline选项，可以用来进行三次样条插值。除此之外，MATLAB系统中还提供了spline等指令用来进行三次样条插值。

yy = spline（x，Y，xx）：通过初始数据（x，Y）产生插值函数Y=f（x），然后对数据xx进行插值，返回值yy=f（xx）。采用这种调用方式时，相当于yy=interp1（x，Y，xx，'spline'）。

pp = spline（x，Y）：通过对初始数据x和Y产生插值函数，并进行返回，然后利用函数ppval对数据xx进行插值，调用方式为yy=ppval（pp，xx），其中pp为插值函数。


【例6-7】
 　已知平方根表
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求三次样条插值函数S（x）。


    >> x=[1 4 9 16];
    >> y=[1 2 3 4];
    >> pp=spline(x,y)


运行程序，输出如下。


    pp =
          form: 'pp'
        breaks: [1 4 9 16]
        coefs: [3x4 double]
        pieces: 3
        order: 4
          dim: 1
    >> pp.coefs


很容易理解上述结果的意思，插值节点为1，4，9，16，共3段，是一维插值函数。

为便于理解coef，输入为


    ans =
        0.0008  -0.0254    0.4024    1.0000
        0.0008  -0.0183    0.2714    2.0000
        0.0008  -0.0063    0.1484    3.0000


它显示了样条函数S（x）的3个阶段的三次多项式系数，即

[image: ]


注意到，spline函数使用“非扭结”端点条件，所以3个分段函数的首次系数均相同。

2．二维插值

在实际中可能遇到自然变量数据为两个自由度，即二维插值问题。二维插值问题的数学表述为：已知二元函数f（x，y）在矩形区域（x∈[a，b]，y∈[c，d]）内系列点（xm
 ，yn
 ）的函数值zm，n
 ，计算该矩形区域内任意一点的插值近似函数f（x）。

根据数据点（xm
 ，yn
 ）分布的情况，常见的二维插值问题可分为两种情况：二维网格数据插值与二维散点数据插值。其中，网格数据插值适用于节点比较规范的情况，即在包含所给节点矩形区域内，节点由两组平行于坐标轴的直线的交点组成。散点数据插值适用于一般的节点，多用于节点不太规范（即节点为两组平行于坐标轴的直线的部分交点）的情况。

1）网格数据插值

在MATLAB中提供了interp2函数用于实现二维插值，图6-5为二维插值的简单示意图。interp2函数的调用格式如下。

[image: ]
图6-5　二维插值示意图



ZI = interp2（X，Y，Z，XI，YI）：矩阵X与Y指定2-D区域数据点，在这些数据点处数值矩阵Z已知，依此构造插值函数Z=F（X，Y），返回在相应数据点XI、YI处函数值ZI=F（XI，YI）。对超出范围[xmin，xmax，ymin，ymax]的XI与YI值将返回ZI=NAN。

ZI = interp2（Z，XI，YI）：这里默认的设置为X=1：N，Y=1：M，其中，[M，N]=size（Z）。即N为矩阵Z的行数，Y为矩阵Z的列数。

ZI = interp2（Z，ntimes）：在Z的各点间插入数据点对Z进行扩展，一次执行ntimes次，默认为1次。

ZI = interp2（X，Y，Z，XI，YI，method）：method指定的是插值使用的算法，默认为线性算法，其值可以是以下几种类型。

（1）nearest：线性最近项插值。

（2）linear：线性插值（默认项）。

（3）spline：三次样条插值。

（4）pchip：分段三次埃尔米特（Hermite）插值。

（5）cubic：双三次插值。

所有插值方法要求X与Y的元素是单调的，即单调递增或单调递减，可不等距。当X与Y的元素为单调等距时，使用“*nearest”“*linear”“*spline”“*pchip”及“*cubic”选项可快速得到插值结果。对一元向量XI与YI，应先使用语句[XI，YI]=meshgrid（xi
 ，yi
 ）生成数据点矩阵XI与YI。

ZI = interp2（…，method，extrapval）：返回标量extrapval为超出范围值。


【例6-8】
 　设人们对平板上的温度分布估计感兴趣，给定的温度值取自平板表面均匀分布的格栅。

采集了下列的数据：


    >>clear all;
    width=1:5;    %定义平板宽度(例如x方向)
    depth=1:3;    %定义平板深度(例如y方向)
    temps=[82 81 80 82 83;78 65 60 79 81;83 82 81 85 87]
    temps =
        82    81    80    82    83
        78    65    60    79    81
        83    82    81    85    87


如同在标引点上测量一样，矩阵temps表示整个平板的温度分布。temps的列与下标depth或y维相联系，行与下标width或x维相联系。为了估计在中间点的温度，必须对它们进行辨识。其实现的MATLAB程序代码如下。


    >> wi=1:0.2:5;
    d=2;
    zlin=interp2(width,depth,temps,wi,d);          %双线性插值
    zcu=interp2(width,depth,temps,wi,d,'cubic');  %立方插值
    plot(wi,zlin,':',wi,zcu);
    xlabel('板宽');ylabel('摄氏度');
    title(['板深度d=' num2str(d),'处的温度']);


运行程序，效果如图6-6所示。

[image: ]
图6-6　在深度d=2处的平板温度



另一种方法，可以在两个方向插值。先在三维坐标上绘制出原始数据，看一下该数据的粗糙程度。其实现的MATLAB程序代码如下。


    >> mesh(width,depth,temps);
    xlabel('板宽'); ylabel('板深度');zlabel('摄氏度');


运行程序，效果如图6-7所示。

[image: ]
图6-7　平板温度



然后，以平滑数据在两个方向上插值。其实现的MATLAB程序代码如下。


    >> di=1:0.2:3;
    wi=1:0.5:5;
    [wi,di]=meshgrid(1:0.5:5,1:0.2:3);
    zcu=interp2(width,depth,temps,wi,di,'cubic');
    mesh(wi,di,zcu);
    xlabel('板宽'); ylabel('板深度');zlabel('摄氏度');
    axis('ij');


运行程序，效果如图6-8所示。

[image: ]
图6-8　二维插值后的平板温度



可选的参数method可以是linear、cubic或nearest。在这种情况下，cubic不意味着三次样条，而是使用三次多项式的另一种算法。linear方法是线性插值，仅用作连接图上的数据点。nearest方法只选择最接近各估计点的粗略数据点。在所有的情况下，假定独立变量x和y是线性间隔和单调的。

2）二维散点数据插值

通过上面的例子可看出，MATLAB提供的二维插值函数还是能较好地进行二维插值运算的。但该函数有一个重要的缺陷，就是它只能处理以网格形式给出的数据，如果已知数据不是以网格形式给出的，则用该函数是无能为力的。在实际应用中，大部分问题都是以实测的多组（xi
 ，yi
 ，zi
 ）点给出的，所以不能直接使用函数interp2进行二维插值。

在MATLAB中提供了一个更一般的griddata函数，用来专门解决这样的问题。其调用格式如下。

ZI = griddata（x，y，z，XI，YI）：其中，x，y，z是已知样本点坐标，这里并不要求是网格型的，可以是任意分布的，均由向量给出。XI，YI是期望的插值位置，可以是单个点，可以是向量或网格型矩阵，得出的ZI的维数应该和XI，YI一致，表示插值的结果。

[XI，YI，ZI] = griddata（x，y，z，XI，YI）：这里与[XI，YI]=meshgrid（XI，YI）效果相同。

[…] = griddata（…，method）：method指定的是插值使用的算法，其值可以是以下几种类型。

（1）nearest：线性最近项插值。

（2）linear：线性插值（默认项）。

（3）cubic：双三次插值。

（4）v4：MATLAB 4.0版本中提供的插值算法。

方法linear与nearest用于生成曲面函数为不连续的一阶导数，方法cubic与v4用于生成光滑曲面。除v4外所有的方法都基于数据的Delaunay三角部分。


【例6-9】
 　表6-3给出了直角坐标x，y的水平一点处的水深（单位：m），水深数据在低潮时测得（美国大学生数据建模竞赛1986年A题，数据略有改动），利用griddata等MATLAB函数，绘出水道的地形图和等高线的平面图。


表6-3　水道测量数据

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    x=[129.0  140.0  108.5  88.0  185.5  195.0  105.5 …
        157.5  107.5  77.0  81.0  162.0  162.0  117.5];
    y=[7.5  141.5  28.0  147.0  22.5  137.5  85.5 …
        -6.5  -81.5  3.0  56.5  -66.5  84.0  -38.5];
    %z为水的深度，低于水平面，所以用负表示
    z=-[1.22  2.44  1.83  2.44  1.83  2.44  2.44 …
        2.74  2.74  2.44  2.44  2.74  1.22  2.74];
    xi=linspace(min(x),max(x),40);
    yi=linspace(min(y),max(y),40);
    [Xi,Yi]=meshgrid(xi,yi);
    [Xi,Yi,Zi]=griddata(x,y,z,Xi,Yi,'cubic');
    mesh(Xi,Yi,Zi);
    xlabel('X');ylabel('Y');zlabel('深度');
    figure;
    [c,h]=contour(Xi,Yi,Zi,[-1.1:-0.1:-2.9]);
    clabel(c,h);
    xlabel('X');ylabel('Y');


这样就得到两张图，一张是水道形状图，如图6-9所示，另一张是水道深度等值线图，如图6-10所示。图中的数据是由三角形三次插值得到的，等值线的深度从水深2.9m到水深1.1m，每条等值线水深相差0.1m。

[image: ]
图6-9　水道地貌形状图



[image: ]
图6-10　水道深度行等值线图



3．三维插值

在MATLAB中，提供了interp3函数用于实现三维插值。函数的调用格式如下。

VI=interp3（X，Y，Z，V，XI，YI，ZI）：求出由参量X，Y，Z决定的三元函数V=V（X，Y，Z）在点（XI，YI，ZI）的值。参量XI，YI，ZI是同型阵列或向量。若向量参量XI，YI，ZI是不同长度、不同方向（行或列）的向量，这时输出参量VI与Y1
 ，Y2
 ，Y3
 为同型矩阵。Y1
 ，Y2
 ，Y3
 为用函数meshgrid（XI，YI，ZI）生成的同型阵列。若插值点（XI，YI，ZI）中有位于点（X，Y，Z）之外的点，则相应地返回特殊变量值NaN。

VI=interp3（V，XI，YI，ZI）：默认X=1：N，Y=1：M，Z=1：P，其中，[M，N，P]=size（V），再按上面的情形计算。

VI=interp3（V，n）：做n次递归计算，在V的每两个元素之间插入它们的三维插值。这样，V的阶数将不断增加。interp3（V）等价于interp3（V，1）。

VI=interp3（…，method）：用指定的算法method做插值计算。linear为线性插值（默认算法），cubic为三次插值，spline为三次样条插值，nearest为最邻近插值。


【例6-10】
 　利用interp3函数实现三维图形的插值。


    >> clear all;
    [x,y,z,v] = flow(10);
    [xi,yi,zi] = meshgrid(.1:.25:10, -3:.25:3, -3:.25:3);
    vi = interp3(x,y,z,v,xi,yi,zi); % vi为25×40×25数据
    slice(xi,yi,zi,vi,[6  9.5],2,[-2  .2]);
    shading flat
    set(gcf,'color','w');


运行程序，效果如图6-11所示。

[image: ]
图6-11　三维插值



4．n维插值

前面介绍了一维插值、二维插值、三维插值，在MATLAB中，还可实现更高维的插值，interpn函数用于实现n维插值，n取任何正整数。interpn函数的调用格式如下。

VI=interpn（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，V，Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）：返回由参量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，V确定的n元函数V=V（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）在点（Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）处的插值。参量Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是同型的矩阵或向量。若Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 是向量，则可以是不同长度，不同方向（行或列）的向量。

VI=interpn（V，Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 ）：默认X1
 =1：size（V，1），X2
 =1：size（V，2），…，Xn
 =1：size（V，n），再按上面的情形计算。

VI=interpn（V，ntimes）：做ntimes递归计算，在V的每两个元素之间插入它们的n维插值。这样，V的阶数将不断增加。interpn（V）等价于interpn（V，1）。

VI=interpn（…，method）：用指定的算法method做插值计算。linear为线性插值（默认算法），cubic为三次插值，spline为三次样条插值，nearest为最邻近插值。


【例6-11】
 　利用interpn函数实现函数[image: ]
 的n维插值。


    >> clear all;
    f = @(x,y,z,t) t.*exp(-x.^2 - y.^2 - z.^2);            %定义内联函数
    [x,y,z,t] = ndgrid(-1:0.2:1,-1:0.2:1,-1:0.2:1,0:2:10);  %网格数据
    v = f(x,y,z,t);
    %构建一个更精细的网格
    [xi,yi,zi,ti] = ndgrid(-1:0.05:1,-1:0.08:1,-1:0.05:1,0:0.5:10);
    vi = interpn(x,y,z,t,v,xi,yi,zi,ti,'spline');          %实现n维的样条插值
    nframes = size(ti, 4);
    for j = 1:nframes
      slice(yi(:,:,:,j), xi(:,:,:,j), zi(:,:,:,j),vi(:,:,:,j),0,0,0);
      caxis([0 10]);
      M(j) = getframe;
    end
    movie(M);      %动画效果
    set(gcf,'color','w');  %设置图像的背景为白色


运行程序，效果如图6-12所示。

[image: ]
图6-12　函数的n维插值




 6.2　函数逼近

用简单函数s（x）近似代替f（x），是“数值计算”中最基本的概念和方法之一，近似代替又称逼近，称函数f（x）为被逼近函数，称s（x）为逼近函数，称两者之差为逼近的误差。

设ρ为[a，b]上的权函数，f为定义在[a，b]上的实值函数，定义f的范数
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令

[image: ]


[image: ]
 是R上的一个线性空间，如果ρ=1，记为L2
 [a，b]。

设[image: ]
 ，如果存在s*
 ∈Φ，使得

[image: ]


则称s*
 为f在Φ中的最佳平方逼近函数。

由式（6-1）可看出，求s*
 等价于求多元函数

[image: ]


的极小值。

由极值的必要充分条件，求最佳平方逼近函数转化为求解方程组

[image: ]


即求解线性方程组

[image: ]


式中的“，”表示内积，即

[image: ]


式（6-2）或式（6-3）是关于a0
 ，a1
 ，…，an
 的线性方程组，称为法方程。

由于[image: ]
 在[image: ]
 上线性无关，所以方程组式（6-2）或式（6-3）的系数矩阵非奇异，于是法方程有唯一解[image: ]
 ，可证明：线性组合

[image: ]


是函数的最佳平方逼近。

要实现函数的逼近，再自定义编写3个函数实现，下面给予介绍。

1．计算最佳逼近函数的系数


    function S=square_approx(a,b,n)
    %a,b为区间的端点
    %n为最佳逼近的次数，默认n=1
    %S为最佳逼近的系数(按阶、由低向高排列)
    %需要另写外部函数
    global i;global j;  %定义全局变量
    if nargin<3
        n=1;
    end
    Phi2=zeros(n+1);
    for i=0:n
        for j=0:n
            Phi2(i+1,j+1)=quadl(@fun_phi,a,b);
        end
    end
    PhiF=zeros(n+1,1);
    for i=0:n
        PhiF(i+1)=quad(@fun_phi,a,b);
    end
    S=Phi2＼PhiF;


2．计算[image: ]
 的乘积


    function y=rho_phi(x)
    %权函数与基函数的乘积
    %rho(x)为权函数
    %phi(x)为基函数，通常为多项式1，x,x^2,…
    %需要另写外部函数
    global i;global j;
    y=(rho(x).*phi-k(x,i)).*phi-k(x,j);


3．计算[image: ]
 的乘积


    function y=fun_phi(x)
    %被逼近函数与基函数的乘积
    %rho(x)为权函数
    %phi(x)为基函数，通常为多项式1,x,x^2,…
    %需要另写外部函数
    global i;
    y=(rho(x).*phi_k(x,i)).*obj(x);


在上述3个程序中，都有语句global，它是一个说明语句，被它说明的变量都是全局变量，也就是说，被global说明后的变量，在3个程序中有相同的值。


【例6-12】
 　求f（x）=ex
 在[-1，1]上的三次最佳平方逼近多项式。

解析：对此问题ρ（x）=1，编写外部函数ρ（x）。


    function y=rho(x)
    %权函数
    y=1;


求最佳逼近多项式，编写多项式函数[image: ]
 。


    function y=phi_k(x,k)
    %基函数的乘积
    if k==0
        y=ones(size(x));
    else
        y=x.^k;
    end


编写被逼近函数f（x）。


    function y=obj(x)
    %被逼近函数
    y=exp(x);


这样就可以计算了，在命令窗口中输入：


    >> S=square_approx(-1,-1,3)


输出：


    S  =
    0.9963    0.9980  0.5367  0.1761


即三次最佳平方逼近多项式为
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 6.3　拟合

插值法是一种简单函数近似代替较复杂函数的方法，它的近似标准是在插值点处的误差为零。

但是在实际应用中，有时不要求具体某些点的误差为零，而是要求考虑整体的误差限制。为达到这个目的，需要引入拟合的概念。

对数表形式的函数即离散型函数考虑数据较多的情况。若将每个点都当作插值节点，则插值函数是一个次数很高的多项式，插值运算显得非常复杂。

另一方面，实验中给出的数据总是有观测误差的，而所求的插值函数要通过所有的节点，这样就会保留全部观测误差的影响，如果不是要求近似函数通过所有的数据点，而是要求它反映原函数整体的变化趋势，那么就可以用数据拟合的方法得到更简单活用的近似函数。

在实际中，常常给定一组测定的离散数据（xi
 ，yi
 ）（i=1，2，…，N），要求自变量x和因变量y的近似表达式y=φ（x）。这种影响因变量y只有一个自变量x的数据拟合方法称为直线拟合。

直线拟合最常用的近似标准是最小二乘原理，它也是最流行的数据处理方法之一。


 6.3.1　多项式拟合

在科学实验与工程实践中，经常进行测量数据｛（xi
 ，yi
 ），i=0，1，…，m｝的曲线拟合，其中yi
 =f（xi
 ），i=0，1，…，m。要求一个函数y=S*
 （x）与所给数据｛（xi
 ，yi
 ），i=0，1，…，m｝拟合，若记误差δi
 =S*
 （xi
 ）-yi
 ，i=0，1，…，m，δ=（δ0
 ，δ1
 ，…，δm
 ）T
 ，设φ0
 ，φ1
 ，…，φn
 是C[a，b]上的线性无关函数簇，在φ=span｛φ0
 （x），φ1
 （x），…，φn
 （x）｝中找一函数S*
 （x），使误差平方和
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其中

[image: ]


在MATLAB中提供了polyfit函数用于实现曲线拟合。函数调用格式如下。

p=polyfit（x，y，n）：对x和y进行n维多项式的最小二乘拟合，输出结果p为含有n+1个元素的行向量，该向量以维数递减的形式给出拟合多项式系数。

[p，S] = polyfit（x，y，n）：输出结果中的S包括R、df和normr，分别表示对x进行OR分解三角元素、自由度、残差。

[p，S，mu] = polyfit（x，y，n）：在拟合过程中，首先对x进行数据标准化处理，以在拟合中消除量纲等的影响，mu包含两个元素，分别是标注化处理过程中使用的x的均值和标准差。


【例6-13】
 　表6-4为中国16年间钢材消耗量与国民收入之间的关系，试对它们进行线性回归。


表6-4　钢材消耗与国民经济

[image: ]
 [image: ]



    >> clear all;
    x=[549 429 538 698 872 988 807 738 1025 1316 1539 1561 1785 1762 1960 1902];
    y=[910 851 942 1097 1284 1502 1394 1303 1555 1917 2051 2111 2286 2311 2003 2435];
    [p,s]=polyfit(x,y,1)
    plot(x,y,'ro');
    x0=[429:1:1960];
    x0=[min(x):1:max(x)];
    y0=p(1)*x0+p(2);
    hold on;
    plot(x0,y0)


运行程序，输出如下，效果如图6-13所示。


    p =
        0.9847  485.3616
    s =
            R: [2x2 double]
          df: 14
        normr: 522.4439


[image: ]
图6-13　多项式拟合效果




 6.3.2　最小二乘拟合

在科学实验数据处理中，往往要根据一组给定的实验数据（xi
 ，yi
 ）（i=0，1，…，m），求出自变量x与因变量y的函数关系y=s（x；a0
 ，…，an
 ）（n＜m），这时ai
 为待定参数，由于观测数据总有误差，且待定参数ai
 的数量比给定数据点的数量少（即n＜m），因此它不同于插值问题。这类问题不要求y=s（x）=s（x；a0
 ，…，an
 ）通过点（xi
 ，yi
 ）（i=0，1，…，m），而只要求在给定点xi
 上的误差δi
 =s（xi
 ）-yi
 （i=0，1，…，m）的平方和[image: ]
 最小。当[image: ]
 时，即

[image: ]


这里[image: ]
 是线性无关的函数族，假定在[a，b]上给出一组数据[image: ]
 ，a≤xi
 ≤b以及对应的一组权[image: ]
 ，这里ρi
 >0为权系数，要求[image: ]
 使[image: ]
 最小，其中

[image: ]


这就是最小二乘逼近，得到的拟合曲线为y=s（x），这种方法称为曲线拟合的最小二乘法。

式（6-5）中[image: ]
 实际上是关于a0
 ，a1
 ，…，an
 的多元函数，求I的最小值就是求多元函数I的极值，由极值必要条件，可得

[image: ]


根据内积定义引入相应带权内积记号

[image: ]


则式（6-6）可改写为

[image: ]


这是关于参数a0
 ，a1
 ，…，an
 的线性方程组，用矩阵表示为

[image: ]


式（6-8）称为法方程。当｛φj
 （x）；j=0，1，…，n｝线性无关，且在点集X=｛x0
 ，x1
 ，…，xm
 ｝（m≥n）上至多只有n个不同零点，则称φ0
 ，φ1
 ，…，φn
 在X上满足Haar条件，此时式（6-8）的解存在唯一。记式（6-8）的解为

[image: ]


从而得到最小二乘拟合曲线

[image: ]


可以证明对[image: ]
 ，有

[image: ]


故式（6-9）得到的s*
 （x）即为所求的最小二乘解。它的平方误差为

[image: ]


均方误差为

[image: ]


在最小二乘逼近中，若取[image: ]
 ，则[image: ]
 ，表示为

[image: ]


此时关于系数a0
 ，a1
 ，…，an
 的方程（6-8）是病态方程，通常当n≥3时都不直接取φk
 （x）=xk
 作为基。

在MATLAB中提供了lsqcurvefit函数实现最小二乘拟合。其调用格式如下。

x=lsqcurvefit（fun，x0
 ，xdata，ydata）：fun为拟合函数；（xdata，ydata）为一组观测数据，满足ydata=fun（xdata，x）；以x0
 为初始点求解该数据拟合问题。

x=lsqcurvefit（fun，x0
 ，xdata，ydata，lb，ub）：以x0
 为初始点求解该数据拟合问题，lb、ub为向量，分别是变量x的下界与上界。

x=lsqcurvefit（fun，x0，xdata，ydata，lb，ub，options）：options为指定优化参数。

[x，resnorm] = lsqcurvefit（…）：在上面命令功能的基础上，输出变量resnorm=[image: ]
 。

[x，resnorm，residual] = lsqcurvefit（…）：输出变量residual=r（x）。

[x，resnorm，residual，exitflag] = lsqcurvefit（…）：exitflag为终止迭代的条件信息。

[x，resnorm，residual，exitflag，output] = lsqcurvefit（…）：output为输出关于变量的信息。

[x，resnorm，residual，exitflag，output，lambda] = lsqcurvefit（…）：lambda为输出的Lagrange乘子。

[x，resnorm，residual，exitflag，output，lambda，jacobian] = lsqcurvefit（…）：jacobian为输出在解x处的Jacobian矩阵。


【例6-14】
 　体重约70kg的某人在短时间内喝下两瓶啤酒后，隔一定时间测量他的血液中酒精含量（mg/100mL），得到数据如表6-5所示。试用所给数据用函数φ（t）=atbe
 ct
 进行拟合，求出常数a，b，c。


表6-5　一定时间测量的血液中酒精含量

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear all;
    t=[0.250.50.7511.522.533.544.55678910111213141516];
    h=[3068758282776868585150413835282518151410774];
    h1=log(h);      %输入数据
    f=inline('a(1)+a(2).*log(t)+a(3).*t','a','t');        %建立内联函数
    [x,r]=lsqcurvefit(f,[1,0.5,-0.5],t,h1)      %求参数lna,b,c的拟合值
    plot(t,h,'rp');  %绘制散点图
    hold on;
    ezplot('exp(4.834+0.4709*log(t)+(-0.2663)*t)',[0.2,16]);  %绘制拟合函数图
    grid on;


运行程序，输出如下，效果如图6-14所示。


    x =
        4.4805    0.4695  -0.2645
    r =              %误差平方和
        0.4393


[image: ]
图6-14　散点及拟合效果图




 6.3.3　非线性最小二乘拟合

非线性最小二乘是指优化目标函数为非线性的二次平方项和。定义目标函数向量[image: ]
 ，那么可以将问题转化为非线性最小二乘问题：

[image: ]


在MATLAB中，提供了lsqnonlin函数用于求解非线性最小二乘问题以及非线性曲线拟合问题。函数的调用格式如下。

x=lsqnonlin（fun，x0
 ）：fun为拟合函数，x0
 为初始点。

x=lsqnonlin（fun，x0
 ，lb，ub）：lb与ub为变量x的下界及上界。

x=lsqnonlin（fun，x0
 ，lb，ub，options）：options为指定的优化参数。

[x，resnorm] = lsqnonlin（…）：输出参量resnorm=sum（fun（x）．^2）。

[x，resnorm，residual] = lsqnonlin（…）：输出参量residual=fun（x）。

[x，resnorm，residual，exitflag] = lsqnonlin（…）：exitflag为输出终止迭代的条件信息。

[x，resnorm，residual，exitflag，output] = lsqnonlin（…）：output为输出关于算法的信息变量。

[x，resnorm，residual，exitflag，output，lambda] = lsqnonlin（…）：lambda为输出Lagrange乘子。

[x，resnorm，residual，exitflag，output，lambda，jacobian] = lsqnonlin（…）：jacobian为在解x处的Jacobian矩阵。


【例6-15】
 　利用lsqnonlin函数求解方程组[image: ]
 的非线性最小二乘解。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    C = [0.0372  0.2869;0.6861  0.7071;0.6233  0.6245; 0.6344  0.6170];
    d = [0.8587  0.1781  0.0747  0.8405]';
    [C＼d,lsqnonneg(C,d)]
    ans =
      -2.5627        0
        3.1108    0.6929
    >> [x,resnorm,residual,exitflag,output,lambda]=lsqnonneg(C,d)
    x =
            0
        0.6929
    resnorm =
        0.8315
    residual =
        0.6599
      -0.3119
      -0.3580
        0.4130
    exitflag =
        1
    output =
        iterations: 1
        algorithm: 'active-set'
          message: 'Optimization terminated.'
    lambda =
      -0.1506
        0.0000
    >> [m,n] = size(C);
    [x,resnorm,residual,exitflag,output,lambda_lsqlin] = lsqlin(C,d,-eye(n,n),zeros(n,1))
    Optimization terminated.
    x =
            0
        0.6929
    resnorm =
        0.8315
    residual =
      -0.6599
        0.3119
        0.3580
      -0.4130
    exitflag =
        1
    output =
            iterations: 2
        constrviolation: 0
              algorithm: 'medium-scale: active-set'
          firstorderopt: []
          cgiterations: []
                message: 'Optimization terminated.'
    lambda_lsqlin =
          lower: [2x1 double]
          upper: [2x1 double]
          eqlin: [0x1 double]
        ineqlin: [2x1 double]


非线性最小二乘可以应用于曲线拟合问题，对于给定一系列的散点P1
 （x1
 ，y1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ），…，Pn
 （xn
 ，yn
 ），选择拟合曲线y=f（x）来描述散点所确定的曲线形状。于是对于拟合效果的衡量可以使用以下目标函数来描述：

[image: ]



 6.3.4　一元线性回归

设两个相关的变量x，Y，称由

[image: ]


确定的模型为一元线性回归模型，其中，β0
 ，β1
 为固定的未知参数，也称为回归系数，自变量x为非随机可精确观测的，ε是均值为0，方差为σ2
 的随机变量，在模型中它代表其他随机因素对Y产生的影响。

记y=E（Y），则y=β0
 +β1
 x，称为y对x的回归直线方程。

在模型式（6-12）中，对于x的第i个观察值xi
 ，Y的观察值

[image: ]


可看成是样本yi
 =β0
 +β1
 xi
 +εi
 的试验值（样本值），且ε1
 ，ε2
 ，…，εn
 相互独立。

一元线性回归分析的主要任务是用样本值对回归系数β0
 ，β1
 和σ做点估计；对β0
 、β1
 做假设检验；在x=x0
 处对y做预测，并对y做区间估计。

在MATLAB中，提供了nlinfit函数实现一元线性回归。函数的调用格式如下。

beta = nlinfit（X，y，fun，beta0）：返回在fun中描述的非线性函数的系数。fun为用户提供的形如[image: ]
 的函数，该函数返回已给初始参数估计值β和自变量x的y的预测值[image: ]
 。

[beta，r，J，COVB，mse] = nlinfit（X，y，fun，beta0）：同时返回的beta为拟合系数，r为残差，J为Jacobian矩阵，COVB为评估的协方差矩阵，mse为误差的方差。输入参数beta0为初始预测值。

[…] = nlinfit（X，y，fun，beta0，options）：指定控制参数后返回值。参数options包括MaxIter、TolFun、TolX、Display、DerivStep等。

当X为矩阵时，则X的每一列为自变量的取值，y是一个相应的列向量。如果fun中使用了@，则表示函数的句柄。


【例6-16】
 　在研究化学反应过程中，建立了一个反应速率和反应物含量的数学模型，形式为

[image: ]


其中β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 ，β5
 是未知的参数，x1
 ，x2
 ，x3
 是3种反应物的含量，y是反应速率，今测得一组数据如表6-6所示，试由此确定参数β1
 ，β2
 ，β3
 ，β4
 ，β5
 。已给其参考值为（1，0.05，0.02，0.1，2）。


表6-6　化学反应速率与反应物含量

[image: ]


根据需要，编写非线性回归模型的M文件，源代码如下。


    function y=fun_data(beta,x)
    b1=beta(1);
    b2=beta(2);
    b3=beta(3);
    b4=beta(4);
    b5=beta(5);
    x1=x(:,1);
    x2=x(:,2);
    x3=x(:,3);
    y=(b1*x2-x3/b5)./(1+b2*x1+b3*x2+b4*x3);


其实现的MATLAB程序代码如下。


    >> clear all; close all;
    x=[470 285 470 470 470 100 100 470 100 100 100 285 285;…
      300 80 300 80 80 190 80 190 300 300 80 300 190;…
      10 10 120 120 10 10 65 65 54 10 120 10 120]';
    y=[8.55 3.79 4.82 0.02 2.75 14.39 2.54 4.35 13.00 8.5 0.05 11.32 3.13]';
    beta0=[1 0.05 0.02 0.1 2]';
    [beta,R,J]=nlinfit(x,y,@fun_data,beta0);
    beta
    beta =
      34.7283
        1.2667
        2.1796
        0.8868
        0.0401
    >> betacu=nlparci(beta,R,J)  %求解非线性模型的参数估计的置信区间
    betacu =
      1.0e+004 *
      -1.7148    1.7217
      -0.0626    0.0628
      -0.1078    0.1082
      -0.0439    0.0441
      -0.0020    0.0020
    >> [ypre,delta]=nlpredci(@fun_data,x,beta,R,J);  %求解非线性模型置信区间预测
    >> plot(x(:,1),y,'o',x(:,1),ypre,'*');


可见从第一个变量关系上用回归方程得出的估计值与真值很接近（图6-15）。

[image: ]
图6-15　回归方程得出的估计值与真值




 6.3.5　多元线性回归

在大量的社会、经济、工程问题中，对于因变量y的全面解释往往需要多个自变量的共同作用，即需要对多个变量进行回归分析。

假定y是一个可观测的随机变量，x1
 ，x2
 ，…，xk
 为k个自变量，且有

[image: ]


式中，β1
 ，β2
 ，…，βk
 为未知参数，ε为随机误差，且ε～N（0，σ2
 ），则称式（6-13）为k元线性回归模型，自变量x1
 ，x2
 ，…，xk
 也称为解释变量，因变量Y也称为内生变量。

现假定对于变量Y与自变量x1
 ，x2
 ，…，xk
 已得到n组观测数据如表6-7所示。


表6-7　Y与xi
 的观测数据

[image: ]


在理论模型式（6-13）下，可认为表6-7中的数据满足

[image: ]


式中，εj
 为相互独立且都服从N（0，σ2
 ）的随机变量。如果记

[image: ]


则式（6-14）可用矩阵表示为

[image: ]


又称式（6-15）为高斯-马尔柯夫线性模型，简记为（Y，Xβ，σ2
 In
 ）。

在MATLAB中，提供了regress函数进行多元线性回归分析。函数的调用格式如下。

b=regress（y，X）：返回多重线性回归方程中系数向量β的估计值b，这里的b为一个p×1的向量。输入参数y为因变量的观测值向量，是n×1的列向量。X为n×p的设计矩阵。regress函数把y或X中的不确定数据NaN作为缺失数据而忽略它们。

[b，bint] = regress（y，X）：同时返回系数估计值的95％置信区间bint，它为一个p×2的矩阵，第一列为置信下限，第二列为置信上限。

[b，bint，r] = regress（y，X）：同时返回残差（因变量的真实值yi
 减去估计值yi
 ）向量r，它是一个n×1的列向量。

[b，bint，r，rint] = regress（y，X）：同时返回残差的95％置信区间rint，它是一个n×2的矩阵，第一列为置信下限，第二列为置信上限。rint可用于异常值（或离群值）的诊断，如果第i组观测的残差的置信区间不包括0，则可认为第i组观测值为异常值。

[b，bint，r，rint，stats] = regress（y，X）：同时返回一个1×4的向量stats，其元素依次为判定系数R2
 、F统计量的观测值、检验的p值和误差方差σ2
 的估计值[image: ]
 。

[…] = regress（y，X，alpha）：用alpha指定计算bint和rint时的置信水平100（1-alpha）％。


【例6-17】
 　某厂生成的一种商品的销售量y与竞争对手的价格x1
 和本厂的价格x2
 有关，其销售记录如表6-8所示。试根据这些数据建立y与x1
 和x2
 的关系式，对得到的模型和系数进行检验。


表6-8　销售量与价格统计表

[image: ]


分析：为确定一种商品的销售量与价格之间的关系，分别作出y与x1
 和y与x2
 的散点图，散点图显示它们之间呈近似线性关系，因此可设定y与x1
 和x2
 的关系为二元线性回归模型：y=β0
 +β1
 x1
 +β2
 x2
 。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %输入数据并绘制散点图
    x1=[120 140 190 130 155 175 125 145 180 150]';
    x2=[100 110 90 150 210 150 250 270 300 250]';
    y=[102 100 120 77 46 93 26 69 65 85]';
    plot(x1,y,'ro',x2,y,'+');
    %作二元线性回归
    x=[ones(10,1) x1 x2];
    [b,bint,r,rint,stats]=regress(y,x);
    b,bint,stats


运行程序，输出如下，效果如图6-16所示。


    b =
      66.5176
        0.4139
      -0.2698
    bint =
      -32.5060  165.5411
      -0.2018    1.0296
      -0.4611  -0.0785
    stats =
        0.6527    6.5786    0.0247  351.0445


结果表明线性回归方程为[image: ]
 ，可决系数R2
 =0.6527，p=0.0247<0.05，因此回归模型成立。

[image: ]
图6-16　散点图





第7章　数据分析

在经营管理活动中，往往会产生大量的统计数据，对这些数据进行科学分析，可以提高管理决策水平。


 7.1　数据的属性

数据的属性主要分为效益型、成本型、固定型数据处理方法。


 7.1.1　评价指标

评价指标通常分为效益型、成本型、固定型等，效益型指标值越大越好，成本型指标值越小越好，固定型指标值既不能太大也不能太小。

对方案进行综合评价，必须统一评价指标的属性，即进行指标的无量纲化处理，常见的处理方法有极差变换、线性比例变换、向量归一化、标准样本变换、等效系数法等。

设n个决策方案的集合为[image: ]
 ，其中[image: ]
 [image: ]
 是第i个方案关于第m项评价指标的指标值向量。记n个方案关于m项评价指标的指标矩阵为

[image: ]


其中aij
 表示第i个方案关于第j项评价因素的指标值。

下面用I1
 ，I2
 ，I3
 分别表示效益型、成本型和固定型指标集合。

（1）运用极差变换法建立无量纲的效益型矩阵B与成本型矩阵C。

变换公式如下。

① 效益型矩阵：

[image: ]


式中，αj
 为第j项指标的适度数值。

显然指标经过极差变换后，均有0≤bij
 ≤1，且各指标下最好结果的属性值bij
 =1，最坏结果的属性值bij
 =0。指标变换前后的属性值成比例。

② 成本型矩阵：

[image: ]


式中，αj
 为第j项指标的适度数值。

显然指标经过极差变换后，均有0≤cij
 ≤1，且各指标下最坏结果的属性值cij
 =1，最好结果的属性值cij
 =0。

（2）运用线性比例的变换法建立无量纲的效益型矩阵D与成本型矩阵E。

变换公式如下。

① 效益型矩阵：

[image: ]


② 成本型矩阵：

[image: ]


式中，αj
 为第j项指标的适度数值，显然指标变换前后的属性值成比例。


 7.1.2　客观性权向量法

指标权重的合理确定是综合评价结果是否可信的一个核心问题，确定权重系数的途径有3类，一是主观赋权法，二是客观赋值法，三是主客观结合赋权法。这里主要介绍3种客观赋值法，一是变异系数法，二是夹角余弦法，三是熵值法。

1．变异系数法

对无量纲的理想值矩阵[image: ]
 ，计算各列向量的变异系数[image: ]
 …，m），其中sj
 是第j列的标准差，然后将其归一化就得到权向量。

2．夹角余弦法

设无量纲的效益型矩阵为[image: ]
 ，则可得到各方案与理想最佳和最劣方案的相对偏差矩阵为

[image: ]


式中，[image: ]
 ，再计算U，V的对应列向量的夹角余弦得到初始权重，归一化后得到客观性权向量。

3．熵值法

（1）对决策矩阵[image: ]
 做标准化处理，得到标准化矩阵[image: ]
 ，并进行归一化处理得

[image: ]


（2）计算第j个指标的熵值

[image: ]


（3）计算第j个指标的差异系数，差异系数定义为

[image: ]


显然，对于第j个指标，指标值的差异越大，对方案评价的作用越大，熵值越小，反之，差异越小，对方案评价的作用越小，熵值就越大。

（4）确定指标权重。第j个指标的权重为

[image: ]



 7.1.3　评价步骤

综合评价一般按以下步骤开展。

（1）确定综合评价指标体系，这是综合评价的基础和依据。由于以下步骤的操作较为确定，因此，指标的选择往往是综合评价科学性的关键。

（2）搜集数据并进行同度量处理，以消除量纲的影响。

（3）确定指标权重。由于参评指标的重要性是不同的，所以要根据指标的重要性大小进行加权处理。

（4）对经过处理后的指标值（变量值）进行汇总，计算综合评价指数或综合评价分值。

（5）根据综合评价指数或综合评价分值对参评单位进行排序。


【例7-1】
 　设北京、上海、天津和昆明4个城市的6项经济效益指标统计数据如表7-1所示，试建立综合评价模型，对这4个地区的经济效益进行评价。


表7-1　经济效益指标统计数据

[image: ]


解析：表7-1的6项指标中，综合能耗和物耗是成本型指标，其余指标是效益型指标。

（1）由表7-1建立指标矩阵[image: ]
 ，其中xij
 表示第i个城市第j个指标的值，用极差变换法将X无量纲化得效益矩阵B与成本型矩阵D；运用线性比例变换法将X无量纲化得效益型矩阵C与成本型矩阵E。

（2）运用夹角余弦法建立客观性权重向量。首先由指标矩阵X得到各方案与理想最佳和最劣方案的相对偏差矩阵R与矩阵T，其次求出R与T两矩阵的对应列向量的夹角余弦，并作为初始权重，归一化后得到客观性权向量w。

（3）计算综合评价值。由矩阵B可得第i个城市的综合评价得分[image: ]
 ，且Hi
 值越大越好。同理，由D，C与E得第i个城市的综合评价得分分别是[image: ]
 ，[image: ]
 。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %输入原始数据
    A=[29.09  24.05  1.94  4.55  67.40  67.60;36.97  22.90  2.60  2.43  67.90  54.55;…
        29.13  20.40  1.97  3.60  67.70  64.00;23.92  27.20  1.17  7.92  58.10  55.20];
    %运用极差法建立无量纲的效益型矩阵B
    B=[(A(:,1:3)-ones(4,1)*min(A(:,1:3))),(ones(4,1)*max(A(:,4:5))-A(:,4:5)),A(:,6)-min(A(:,6))]./(ones(4,1)*range(A));
    %运用线性比例变换法建立无量纲的效益型矩阵D
    D=[A(:,1:3)./(ones(4,1)*max(A(:,1:3))),(ones(4,1)*min(A(:,4:5)))./A(:,4:5),A(:,6)/max(A(:,6))];
    %理想最佳和最劣方案向量U与V
    U=[max(A(:,1:3)),min(A(:,4:5)),max(A(:,6))];
    V=[min(A(:,1:3)),max(A(:,4:5)),min(A(:,6))];
    %计算相对偏差矩阵R与T
    R=abs(A-ones(4,1)*U)./(ones(4,1)*range(A));
    T=abs(A-ones(4,1)*V)./(ones(4,1)*range(A));
    %计算综合评价值
    r=normc(R);
    t=normc(T);
    w=sum((r.*t))/sum(sum(r.*t))
    %计算综合评价值
    H=B*(w')
    F=D*(w')


运行程序，输出如下。


    w =
        0.2255    0.2252    0.2338    0.1860    0.0287    0.1008
    H =
        0.5526
        0.7281
        0.4408
        0.2589
    F =
        0.7759
        0.9408
        0.7693
        0.6444


说明：

（1）权重向量w=（0.2255　0.2252　0.2338　0.1860　0.0287　0.1008），从中可知物耗指标权重最小，技改占固定资产投资比率指标权重次之，全员劳动生产率权重最大。

（2）综合评价值结果与排序列于表7-2中。从表中可以看出对于两类不同的效益矩阵和成本型矩阵，综合评估的结果完全一样，表明此方法具有较高的可靠性。


表7-2　综合评价值与排序

[image: ]



 7.2　参数估计

总体的分布类型已知，对它的一个或多个未知参数进行估计，称为参数估计。假定总体X的分布函数的形式为已知，但它的一个或多个参数未知。用总体X的样本来估计总体参数的值，这类问题称为点估计问题。

设θ为总体X的待估计的参数，X1
 ，X2
 ，…，Xn
 为总体的一个样本，x1
 ，x2
 ，…，xn
 是相应的一个样本值。点估计问题就是要构造一个适当的统计量θ（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ），用它的观察值[image: ]
 来估计θ。称θ（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）为θ的估计量，称[image: ]
 为θ的估计值。在不引起混淆的情况下统称估计量和估计值为估计，并简记为[image: ]
 。由于估计量是样本的函数，因此对不同的样本值，θ的估计值往往是不同的。

点估计有很多方法，在这里介绍常用的构造统计量的方法：矩估计法和极大似然估计法。

1．矩估计法

由辛钦大数定律与柯尔莫哥洛夫强大数定理知：如果总体X的k阶矩E（Xk
 ）存在，则样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 的k阶矩[image: ]
 依概率收敛于总体的k阶矩E（Xk
 ）；样本矩的连续函数依概率收敛于总体矩的连续函数。这就启发我们可以用样本矩作为总体矩的估计量。这种用相应的样本矩去估计总体矩的估计方法就称为矩估计法。

设总体的分布函数中含有k个未知参数θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 ，假定总体的k阶矩E（Xk
 ）存在，则总体的l阶矩E（Xl
 ）（1≤l≤k）是θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 的函数。用样本的l阶矩作为总体的l阶矩的估计，则得到k个方程（称为矩方程组）：

[image: ]


解此方程组得到θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 的解[image: ]
 。分别称[image: ]
 为θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 的矩估计量，相应地估计量的观察值[image: ]
 称为θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 的矩估计值。

2．极大似然估计

下面分别讨论X为离散型和连续型随机变量时总体中某些参数θ的最大似然估计。

设总体X是离散型随机变量，其分布律P｛X=x｝=p｛x；θ｝，其中θ是未知参数，若取得样本观测值为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，则表示随机事件X1
 =x1
 ，X2
 =x2
 ，…，Xn
 =xn
 发生了。考虑n个事件X1
 =x1
 ，X2
 =x2
 ，…，Xn
 =xn
 的概率，注意到X1
 ，X2
 ，…，Xn
 的独立性，即有

[image: ]


函数L（θ）称为似然函数，对于已给定的x1
 ，x2
 ，…，xn
 它是未知参数θ的函数。

按极大似然估计法的直观想法是：若抽样的结果得到样本观测值x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，则应当这样选取参数θ的值，使这组样本观测值出现的可能性最大，也就是使似然函数L（θ）达到最大值，从而求得参数θ的估计值[image: ]
 ，利用极大似然估计法求得的参数估计值称为极大似然估计值。

极大似然估计值的问题，就是求似然函数L（θ）的最大值问题，这个问题可以通过解下面的方程

[image: ]


来解决。因为lnL是L的增函数，所以lnL与L在θ的同一值处取得最大值。因此，也可将方程（7-2）换成下面的方程

[image: ]


解方程（7-2）或方程（7-3）得到的[image: ]
 就是参数θ的最大似然估计值，而从后一方程求解往往比较方便，式（7-3）称为对数似然方程。

在MATLAB中，提供了若干函数用于实现参数估计，下面通过几个实例来演示这些函数的用法。


【例7-2】
 　投掷硬币的计算机模拟。投掷硬币800次，试模拟掷硬币的结果。


    >> clear all;
    n=800; a=[];
    t1=0; t2=0;
    for j=1:n
        a(j)=unifrnd(0,1);
        if a(j)<0.5
            t1=t1+1;
        else
            t2=t2+1;
        end
    end
    p1=t1/n
    p2=t2/n


运行程序，输出如下。


    p1 =
        0.4863
    p2 =
        0.5138


说明：当再次运行程序时，结果与上面的不一定相同，因为这相当于又做了一次投掷硬币800次的实验；当程序中n=800改为n=8000时，就相当于投掷硬币8000次的实验。


【例7-3】
 　引用常数的测定值服从均值为μ、标准差为σ的正态分布。某人在实验中使用金球测定引力常数，6次测定观察值为6.683，6.681，6.676，6.678，6.679，6.672。试用极大似然估计法对未知参数μ和σ做出估计。

其实现的MATLAB程序代码如下。


    >> clear all;
    x=[6.683,6.681,6.676,6.678,6.679,6.672];
    phat=mle(x,'distribution','norm','alpha',0.05)


运行程序，输出如下。


    phat =
        6.6782    0.0035


即金球测定的μ估计值为6.6782，σ的估计值为0.0035。其实，此例计算中mle函数的调用可以简化为p=mle（x）。


 7.3　区间估计

区间估计就是根据样本来确定统计量[image: ]
 和[image: ]
 ，使

[image: ]


其中，[image: ]
 为θ的置信区间，1-α称为此置信区间的置信度，[image: ]
 和[image: ]
 分别称为置信下限和置信上限。

显然，置信区间是一个随机区间，式（7-4）的含义是：若反复抽样多次（每次取样本容量都是n），在每次取样下，对样本的观察值x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，就得到一个区间[image: ]
 [image: ]
 ，每个这样的区间要么包含θ的真值，要么不包含θ的真值，按伯努利大数定理，在这样多的区间中，大约有100（1-α）％的区间包含未知参数θ，而不包含θ的区间约占100α％。例如，若α=0.01，反复抽样1000次，则得到的1000个区间中不包含θ真值的约十个。通常α给的较小，这样式（7-4）的概率就较大。因此，置信区间的长度的平均[image: ]
 表达了区间估计的精确性；置信度1-α表达了区间估计的可靠性，它是区间估计的可靠概率，而显著性水平α表达了区间估计的不可靠概率。

置信度1-α一般要根据具体问题的要求来选定，并要注意：α越小，1-α越大，即区间[image: ]
 包含θ真值的可信度越大，但区间也越长，亦即估计的精确度就越差；反之，提高估计的精确度则会增大误判风险α，即[image: ]
 不包含θ真值的概率会增大。从后面推出的置信区间公式可看出，若其他条件不变，增大样本容量n，可以缩短置信区间的长度，从而提高精度，但增大样本容量往往不现实。因此，通常是根据不同类型的问题，先确定一个较大的置信概率1-α，在这一前提下，寻找精度尽可能高的区间估计。如果对α=0.05，

[image: ]


比较两个置信区间[image: ]
 和[image: ]
 ，前者的区间长度[image: ]
 比后者的区间长度[image: ]
 短，置信区间越短表示估计的精度越高。由经验知，当n固定时，在给定的1-α下，对称区间的长度最短。

在MATLAB中也提供了相对应的函数实现区间的估计，下面通过实例说明这些函数的用法。


【例7-4】
 　引力常数的测定值为X～N（μ，σ2
 ），今分别使用金球和铂球进行实验测定。

（1）用金球测定，观测值为6.683，6.681，6.676，6.679，6.672。

（2）用铂球测定，观测值为6.661，6.661，6.667，6.667，6.664。

试针对（1）、（2）两种情况分别对引力常数测定值的均值和标准差进行估计（置信水平为0.9）。

分析：此问题可依正态变量分布参数的小样本估计方法，对测定值均值的估计选估计量[image: ]
 和枢轴量[image: ]
 ，置信区间为

[image: ]


对测定值标准差的估计选估计量S2
 和枢轴量[image: ]
 ，置信区间为

[image: ]


然后，依上述算法组织MATLAB指令进行数据处理，这一工作留给读者练习。这里，用mle函数进行数据处理。

其实现的MATLAB代码如下。


    >>clear
    x=[6.683 6.681 6.676 6.678 6.679 6.672];
    y=[6.661 6.661 6.667 6.667 6.664];
    %金球测定的估计
    [phat,pci]=mle(x,'alpha',0.1)
    %铂球测定的估计
    [PHAT,PCI]=mle(y,'alpha',0.1)


运行程序，输出如下。


    phat =
        6.6782    0.0035
    pci =
        6.6750    0.0026
        6.6813    0.0081
    PHAT =
        6.6640    0.0027
    PCI =
        6.6611    0.0019
        6.6669    0.0071


计算结果表明，金球测定的μ的估计值为6.6782，置信区间为（6.6750，6.6813）；σ的估计值为0.0035，置信区间为（0.0026，0.0081）。铂球测定的μ的估计值为6.6640，置信区间为（6.6611，6.6669）；σ的估计值为0.0027，置信区间为（0.0019，0.0071）。


 7.4　假设检验

统计推断的另一类重要问题是假设检验问题，先对总体的某个未知参数或总体的分布形式做某种假设，然后由所抽取的样本提供的信息，构造合适的统计量，对所提出的假设进行检验。


 7.4.1　μ检验

假设总体变量[image: ]
 为X的重复观测样本，其中总体标准差σ0
 为已知实数。感兴趣的假设检验问题分别为

[image: ]


其中μ0
 为已知实数。

此时样本均值[image: ]
 为总体均值的一个好的点估计，因此可以用

[image: ]


作为检验统计量。

假设已经获得的重复观测数据为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，可以计算

[image: ]


对于双边检验问题式（7-5），其尾概率等于

[image: ]


对于单边检验问题式（7-6），其尾概率为

[image: ]


对于单边检验问题式（7-7），其尾概率为

[image: ]


借助于这些尾概率的计算公式，可以解决前面提到的假设检验问题。

注意：

（1）这里[image: ]
 表示当[image: ]
 时检验统计量Z的概率分布。

（2）当[image: ]
 时，得[image: ]
 ，这样就可以得到

[image: ]


其中Φ为标准正态分布的分布函数。计算尾概率需要公式（7-11）。

在MATLAB中提供了ztest函数用于实现μ假设检验法。函数的调用格式如下。

h=ztest（x，m，sigma）：x为正态总体的样本数据，m为需要检验的均值，sigma为已知的总体标准差，使用默认的显著水平0.05，返回假设检测的结果h，当h为0时表示在0.05的显著水平下，接受原假设。

h= ztest（x，m，sigma，Name，Value）：指定正态总体样本数据的属性名Name及对应的属性值Value。

[h，p] = ztest（_____）：返回h为假设检验，p为观察值的概率，当p为小概率时则对原假设提出质疑。

[h，p，ci，zval] = ztest（_____）：检验后返回的参数除了反映拒绝或接受原假设变量h外，还包括p（拒绝原假设的最小显著概率值）、ci（真实均值的1-alpha置信区间）和zval（z统计量的值）。


【例7-5】
 　某切割机正常工作时，切割的金属棒的长度服从正态分布N（100，4）。从该切割机切割的一批金属棒中随机抽取15根，测得它们的长度（单位：mm）如下：

97，102，105，112，99，103，102，94，100，95，105，98，102，100，103

假设总体方差不变，试检验该切割机工作是否正常，即总体均值是否等于100mm？取显著假设：

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %定义样本观测值向量
    X=[97, 102, 105, 112, 99, 103, 102, 94, 100, 95, 105, 98, 102, 100, 103];
    %调用ztest函数做总体均值的双侧检验
    [h,p,muci,zval]=ztest(X,100,2,0.05)


运行程序，输出如下。


    h =        %h=1时拒绝原假设，h=0时接受原假设
        1
    p =
        0.0282
    muci =
      100.1212  102.1455
    zval =
        2.1947


当h=0或p>α=0.05时，接受原假设H0
 ；当h=1或p≤α=0.05时，拒绝原假设H0
 。

由于ztest函数返回的检验值p=0.0282<0.05，所以在显著性水平α=0.05下拒绝原假设H0
 ：μ=μ0
 =100，认为该切割机工作不正常。注意到ztest函数返回的总体均值的置信水平为95％的置信区间为[100.1212　102.1455]，它的两个置信限均大于100，因此还需要做如下的检验：

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> [h,p,muci,zval]=ztest(X,100,2,0.05,'right')


运行程序，输出如下。


    h =              %h=1时拒绝原假设，h=0时接受原假设
        1
    p =
        0.0141
    muci =
      100.2839      Inf
    zval =
        2.1947


ztest函数的第五个输入right用来指定对立假设的形式为H1
 ：μ>μ0
 ，如果把right改为left，则表示对立假设为H1
 ：μ<μ0
 。由于ztest函数返回的检验的p值p=0.0141<0.05，所以在显著性水平α=0.05下拒绝原假设H0
 ：μ≤μ0
 =100，认为总体均值大于100。


 7.4.2　t检验法

此时[image: ]
 含有未知的总体标准差σ，不是检验统计量。为解决此问题，人们用样本标准差代替总体标准差，得到检验统计量

[image: ]


此外，[image: ]
 。

对于总体标准差未知的情况下，对均值的假设检验可以通过函数ttest来实现，函数的调用格式如下。

h=ttest（x）：对正态总体x做均值为0的假设检验，默认的显著水平为0.05，返回假设检验的结果，h=0即接受原假设，h=1即拒绝原假设。

h=ttest（x，y）：对正态总体x做均值为0的假设检验，y为来自正态分布的均值。

h=ttest（x，y，Name，Value）：对正态总体x做均值为0的假设检验，并设置假设检验的属性名Name及其对应的属性值Value。

h=ttest（x，m）：对正态总体x做均值为m的假设检验。

h=ttest（x，m，Name，Value）：对正态总体x做均值为m的假设检验，并设置假设检验的属性名Name及其对应的属性值Value。

[h，p]=ttest（_____）：同时返回假设检验的最小拒绝原假设的最小显著概率值p。

[h，p，ci，stats]=ttest（_____）：同时返回真实均值的1-alpha置信区间ci和t检验的统计量stats，其中包括t值、自由度和估计标准差。


【例7-6】
 　某种电子元件，要求其使用寿命不得小于230h，现从这批元件中随机抽取15只，其寿命（h）分别为

200，210，209，223，238，245，397，347，198，270，360，154，178，245，269

若该批元件寿命服从正态分布，问在置信水平α=0.05下是否有理由认为该批元件合格？

未知σ2
 ，在水平α=0.0下检验原假设H0
 ：μ<μ0
 <230，备择假设H1
 ：μ>230，用t检验法。


    >> clear all;
    X=[200  210  209  223  238  245  397  347  198  270  360  154  178  245  269];
    [h,sig,ci]=ttest(X,230,0.05,1)


运行程序，输出如下。


    h =
        0
    sig =
        0.1475
    ci =
      217.9129      Inf


结果h=0表明，在置信水平α=0.05下应该接受原假设，即认为元件的平均寿命大于230h。


 7.4.3　双边t检验

设有两个独立的正态总体[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，与Y1
 ，[image: ]
 分别是X和Y的样本，[image: ]
 是相应的样本均值和样本方差。常见的关于均值的假设检验如下。

H0
 ：μ1
 =μ2
 ；H1
 ：μ1
 ≠μ2
 （称为双边检验，H1
 可略而不写）。

H0
 ：μ1
 =μ2
 ；H1
 ：μ1
 >μ2
 或H1
 ：μ1
 ≤μ2
 ；H1
 ：μ1
 >μ2
 （称为右边检验）。

H0
 ：μ1
 =μ2
 ；H1
 ：μ1
 <μ2
 或H1
 ：μ1
 ≥μ2
 ；H1
 ：μ1
 <μ2
 （称为左边检验）。

在MATLAB中，提供了ttest2函数可用于均值的t检验。函数的调用格式如下。

h=ttest2（x，y）：x和y为两正态总体的样本数据是否具有相同的均值，其中x和y需假设来自具有相同标准差的总体，但x和y样本的个数不要求一样，函数返回参数h，当h=0时即接受原假设，h=1时拒绝原假设。

h=ttest2（x，y，Name，Value）：同时设置假设的属性名Name及属性值Value。

[h，p]=ttest2（_____）：返回参数包括h，当h=0时即接受原假设，h=1时拒绝原假设；p为拒绝原假设的最小显著概率值。

[h，p，ci，stats]=ttest2（_____）：参数ci为真实均值差异的1-alpha置信区间；参数stats用于返回t检验的统计参数，包括t检验的统计量，其中包括t值、自由度和估计标准差。


【例7-7】
 　两台车床加工同一种零件，已知其外径均服从正态分布。今从中抽测的零件外径（单位：mm）为

第一台：41.5，42.3，41.7，43.1，42.4，42.2，41.8，43.0，42.9

第二台：34.5，38.2，34.2，35.1，33.8

试问，在显著性水平0.05下，考察两车床生产的零件外径精度有无显著性差异？


    >> clear all;
    %样本数据
    X=[41.5 42.3 41.7 43.1 42.4 42.2 41.8 43.0 42.9];
    Y=[34.5 38.2 34.2 35.1 33.8];
    alpha=0.05;              %给定的显著性水平
    [h,p,ci,stats]=ttest2(X,Y,alpha)


运行程序，输出如下。


    h =
        1
    p =
      8.4925e-08
    ci =
        5.7941    8.5303
    stats =
        tstat: 11.4065
          df: 12
          sd: 1.1257


由以上结果可得，在显著性水平下拒绝原假设，即认为在显著性水平为0.05下，两车床的零件外径精度有显著性差异。


 7.4.4　正态假设检验

判定某变量是否为正态分布的传统方法是采用正态概率纸的形式实现的，这时的假设σ表示待检验的分布是正态分布。其实，这样的过程完全可以用计算机来实现。MATLAB统计学工具箱提供了jbtest和lillietest两个函数，以分别实现Jarque-Bera与Lilliefors假设检验算法，可以直接由随机样本判定该分布是否为正态分布。

jbtest函数的调用格式如下。

h=jbtest（x）：检验样本x是否服从均值和方差未知的正成分布，原假设是x服从正态分布。当输出h等于1时，表示在显著性水平α=0.05下拒绝原假设；当h=0时，则在显著性水平α=0.05下授受原假设。jbtest函数会把x中的NaN作为缺失数据而忽略它们。

h=jbtest（x，alpha）：指定显著性水平alpha进行分布的检验，原假设和对立假设同上。alpha的取值范围是[0.001，0.5]，如果alpha的取值超出了这个范围，请用jbtest函数的最后一种调用格式。

[h，p]=jbtest（…）：返回检验的p值，当p值小于或等于给定的显著性水平alpha时，拒绝原假设。p值是通过在内置临界值表上反插值计算得到，如果在区间[0.001，0.5]上找不到合适的p值，jbtest函数会给出一个警告信息，并返回区间的端点，此时应该用jbtest函数的最后一种调用格式，计算更精确的p值。

[h，p，jbstat]=jbtest（…）：返回检验统计量的观测值jbstat。

[h，p，jbstat，critval]=jbtest（…）：返回检验的临界值critval。当jbstat≥critval时，在显著性水平alpha下拒绝原假设。

[h，p，…]=jbtest（x，alpha，mctol）：指定一个终止容限mctol，利用蒙特卡洛模拟法计算p值的近似值。当alpha或p的取值不在区间[0.001，0.5]上时，就需要利用这种调用格式。jbtest函数会进行足够多次的蒙特卡洛模拟，使得p值的蒙特卡洛标准差满足

[image: ]


其中，mcreps为重复模拟次数。


【例7-8】
 　淮河流域（包括河南、安徽、山东）历史上经常发生洪水灾害，据统计1949—1991年流域成灾面积（单位：万亩）每年总计分别为

[image: ]


试检验全流域的成灾面积是否服从正态分布？

分析：该问题可归结为正态分布拟合的检验问题，分别选用概率纸检验与选用命令jbtest检验。


    >> clear all;
    X=[3383.4 4687.4 1631.1 2244.5 2011.7 6123.1 1918.0 6232.4…
      5453.9 1412.4 321.5 2185.0 1285.4 4079.6 10124.2 5532.7…
      3809.3 389.4 412.1 809.7 870.6 1055.7 1451.8 1532.9 765.9…
      1987.6 2765.5 739.9 515.6 428.4 3794.5 242.3 4812 2204.7…
      4407.1 2885 1124.7 1190 191.4 2227.9 2079 6934.1];          %输入原始数据
    normplot(X);  %用概率纸检验数据是否服从正态分布
    [h,P,Jbstat,CV]=jbtest(X,0.05)  %正态分布拟合的检验
    title('正态概率图')
    xlabel('数据');
    ylabel('概率')


运行程序，输出如下，效果如图7-1所示。


    h =
        1
    P =
        0.0051
    Jbstat =
      16.7897
    CV =
        4.7994


[image: ]
图7-1　概率纸检验图



从图上可以看出散点并不聚集在直线上，因此流域成灾面积（原始数据）不服从正态分布，这一点也可以通过jbtest检验来证实。由于h=1表示在置信水平α=0.05下不接受原始假设，且P=0.0051表明接受假设的概率也很小，测试值Jbstat=16.7897大于临界值CV=4.7992，所以不接受原假设。

lillietest函数的调用格式如下。

h=lillietest（x）：检验样本x是否服从均值和方差未知的正态分布，原假设是x服从正态分布。当输出h=1时，表示在显著性水平α=0.05下拒绝原假设；当h=0时，则在显著性水平α=0.05下接受原假设。lillietest函数会把x中的NaN作为缺失数据而忽略它们。

h=lillietest（x，alpha）：指定显著性水平alpha进行分布的检验，原假设和对立假设同上。alpha的取值范围是[0.001，0.5]，如果alpha的取值超出了这个范围，请用lillietest函数的最后一种调用格式。

h=lillietest（x，alpha，distr）：检验样本x是否服从参数distr指定的分布，distr为字符串变量，可能的取值为'norm'（正态分布，默认情况）、'exp'（指数分布）、'ev'（极值分布）。

[h，p]=lillietest（…）：返回检验的p值，当p值小于或等于给定的显著性水平alpha时，拒绝原假设。p值是通过在内置的临界值表上反插值计算得到，如果在区间[0.001，0.5]上找不到合适的p值，lillietest函数会给出一个警告信息，并返回区间的端点，此时应用lillietest函数的最后一种调用格式，计算更精确的p值。

[h，p，kstat]=lillietest（…）：返回检验统计量的观测值kstat。

[h，p，kstat，critval]=lillietest（…）：返回检验的临界值critval。当kstat≥critval时，在显著性水平alpha下拒绝原假设。

[h，p，…]=lillietest（x，alpha，distr，mctol）：指定一个终止容限mctol，直接利用蒙特卡洛模拟法计算p值的近似值，而不是插值法。当alpha或p的取值不在区间[0.001，0.5]上时，就需要利用这种调用格式。lillietest函数会进行足够多次的蒙特卡洛模拟，使得p值满足蒙特卡洛标准误差。


【例7-9】
 　从一批滚珠中随机抽取40个，测得它们的直径（单位：mm）为

[image: ]


是否可以认为这批滚珠的直径服从正态分布？（α=0.05），并求出总体的均值与方差的点估计。

该问题为正态分布拟合的检验问题，且样本较大，选用jbest函数实现检验。


    >> clear all;
    X=[14.8  15.0  14.9  15.1  15.6  15.8  15.7  14.3  14.7  14.6 …
      15.1  15.3  15.0  14.7  14.6  14.2  15.3  15.6  15.5  14.9 …
      15.2  14.6  15.3  14.7  15.0  15.2  14.6  15.3  14.3  14.4 …
      15.7  14.3  15.9  14.6  15.0  15.1  14.7  14.6  14.8  15.8];
    [h,p,jbstat,critval]=lillietest(X,0.05)
    h =
        0
    p =
        0.2220
    jbstat =
        0.1125
    critval =
        0.1385
    >>mu=mean(X)
    mu =
      14.9950
    >> sig2=var(X)
    sig2 =
        0.2154


结果h=0表明，在置信水平α=0.05下接受原假设，且p=0.2220表明接受假设的概率也很大，测试值jbstat=0.1125小于临界值critval=0.1385，所以接受原假设。此时均值与方差的点估计分别为14.9950及0.2154。


 7.4.5　Kolmogorov-Smirnov检验

kstest函数用来做单个样本的Kolmogorov-Smirnov检验；它可以做双侧检验，检验样本是否服从指定的分布；也可以作为单侧检验，检验样本的分布函数是否在指定的分布函数之上或之下，这里的分布是完全确定的，不含有未知参数。kstest函数根据样本的经验分布函数Fn
 （x）和指定的分布函数G（x）构造检验统计量：
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kstest函数中也有内置的临界值表，这个临界值表对应5种不同的显著性水平。对于用户指定的显著性水平，当样本容量小于或等于20时，kstest函数通过在临界值表上做线性插值来计算临界值；当样本容量大于20时，通过一种近似方法求临界值。如果用户指定的显著性水平超出了某个范围（双侧检验是0.01～0.2，单侧检验是0.005～0.1）时，计算出的临界值为NaN。kstest函数把计算出的检验的p值与用户指定的显著性水平α做比较，从而做出拒绝或接受原假设的判断。对于双侧检验，当[image: ]
 时，拒绝原假设；对于单侧检验，当p≤α时，拒绝原假设。

kstest函数的调用格式如下。

h=kstest（x）：检验样本x是否服从标准正态分布，原假设是x服从标准正态分布，对立假设是x不服从标准正态分布。当输出h=1时，在显著性水平α=0.05下拒绝原假设；当h=0时，则在显著性水平α=0.05下接受原假设。

h=kstest（x，CDF）：检验样本x是否服从由CDF定义的连续分布。这里的CDF可以是包含两列元素的矩阵，也可以是概率分布对象，如ProbDistUnivParam类对象或ProbDistUnivKernel类对象。当CDF是包含两列元素的矩阵时，它的第1列表示随机变量的可能取值，可以是样本x中的值，也可以不是，但是样本x中的所有值必须在CDF的第1列元素的最小值与最大值之间。CDF的第2列是指定分布函数G（x）的取值。如果CDF为空（即[]），则检验样本x是否服从标准正态分布。

h=kstest（x，CDF，alpha）：指定检验的显著性水平alpha，默认值为0.05。

h=kstest（x，CDF，alpha，type）：用type参数指定检验的类型（双侧或单侧）。type参数的可能取值如下。

（1）当type='unequal'时即为双侧检验，对立假设是总体分布函数不等于指定的分布函数。

（2）当type='larger'时为单侧检验，对立假设是总体分布函数大于指定的分布函数。

（3）当type='smaller'时为单侧检验，对立假设是总体分布函数小于指定的分布函数。

其中，后两种情况下算出的检验统计量不用绝对值。

[h，p，ksstat，cv]=kstest（…）：返回检验的p值、检验统计量的观测值ksstat和临界值cv。


【例7-10】
 　对创建的均匀标准分布数据进行Kolmogorov-Smirnov检验，看是否服从标准正态分布。


    >> clear all;
    x = -2:1:4;
    [h,p,k,c] = kstest(x,[],0.05,0)
    h =
        0
    p =
        0.1359
    k =
        0.4128
    c =
        0.4834


由于h=0，所以在显著性水平0.05下接受原假设。


    %以下MATLAB代码显示了测试统计
    xx = -3:.1:5;
    F = cdfplot(x);
    hold on
    G = plot(xx,normcdf(xx),'r-.');          %效果如图7-2所示
    set(F,'LineWidth',2)
    set(G,'LineWidth',2)
    legend([F G],…
          '经验分布','标准正态分布','Location','NW')


[image: ]
图7-2　经验分布与标准正态分布曲线




 7.5　方差

在实际中常常要通过实验来了解各种因素对产品的性能、产量等的影响，这些性能、产量指标等统称为实验指标，而称影响实验指标的条件、原因等为因素或因子，称因素所处的不同状态为水平。各因素对实验指标的影响一般是不同的，就是一个因素的不同的水平对实验指标的影响往往也是不同的。方差分析就是通过对实验数据进行分析，检验方差相同的各正态总体的均值是否相等，以判断各因素对实验指标的影响是否显著。方差分析按影响实验指标的因素的个数分为单因素方差分析、双因素方差分析和多因素方差分析。


 7.5.1　单因素方差

单因素方差分析是建立在下述假设基础上的。

（1）在每一个水平上实验的结果是一个随机变量xij
 （i为第i个水平，j为第j次实验），且服从正态分布。xi1
 ，xi2
 ，…，xir
 是第i个水平的正态总体中抽出的一个简单随机样本，样本容量为r。

（2）所有m个不同水平对应的m个正态总体的方差是相等的，具有方差齐性。
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（3）m个样本总体是相互独立的，样本与样本之间也是相互独立的。要检验的假设是
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若拒绝H0
 ，则认为至少有两个水平之间的差异是显著的，因素A对实验结果有显著影响；反之，若接受H0
 ，则认为因素A对实验结果无显著影响，实验结果在各水平之间的不同仅仅是由于随机因素引起的。

在MATLAB中，提供了anova1函数实现单方差分析。其调用格式如下。

p=anova1（X）：根据样本观测值矩阵X进行均衡试验的单因素一元方差分析，检验矩阵X的各列所对应的总体是否具有相同的均值，原假设是X的各列所对应的总体具有相同的均值。矩阵X的列数表示因素的水平数，X的每一列对应因素的一个水平，矩阵X的行数表示因素的每个水平下重复试验的次数（即样本容量），所谓均衡试验是指因素的每个水平下重复试验次数相同的试验。anova1函数的输出参数p是检验的p值，对于给定的显著性水平α，如果p≤α，则拒绝原假设，认为X的各列所对应的总体具有不完全相同的均值，否则接受原假设，认为X的各列所对应的总体具有相同的均值。

anova1函数还生成两个图形：标准的单因素一元方差分析表和箱线图。其中方差分析表把数据之间的差异分为以下两部分。

（1）由于列均值之间的差异引起的变化（即组间变差）；

（2）由于每列数据与该列数据均值之间的差异引起的变化（即组内变差）。

标准的单因素一元方差分析表有以下6列。

（1）第一列为方差来源，方差来源有组间（Columns）、组内（Error）和总计（Total）；

（2）第二列为各方差来源所对应的平方和（SS）；

（3）第三列为各方差来源所对应的自由度（df）；

（4）第四列为各方差来源所对应的均方（MS），MS=SS/df；

（5）第五列为F检验统计量的观测值，它是组间均方与组内均方的比值；

（6）第六列为检验的p值，是根据F检验统计量的分布得出的。

在箱线图上，X的每一列对应一个箱线图，从各个箱中线（0.5分位线）之间的差异可以看出F检验统计量和检验的p值的大小，较大的差异意味着较大的F值和较小的p值。

p=anova1（X，group）：当X是一个矩阵时，这种调用只适用于均衡试验，anova1函数把X的每一列作为一个独立的组，检验各组所对应总体是否具有相同的均值。输入参数group可以是字符数组或字符串元胞数组，用来指定每组的组名，X的每一列对应一个组名字符串，在箱线图中，组名字符串被作为箱线图的标签。如果不需要指定组名，可以输入空数组（[]）或忽略group这个输入。

如果X是一个向量，这种调用不仅适用于均衡试验，还适用于非均衡试验。此时group必须是一个分类变量、向量、字符串组成或字符串元胞数组，group与X具有相同的长度，用来指定X中每个元素所在的组，X中具有相同group值的元素是同组元素，另外，group中各组的标签也作为箱线图的标签。如果group中包含空字符串、空的元胞或NaN，则X中相同的观测将被忽略。

p=anova1（X，group，displayopt）：通过displayopt参数设定是否显示方差分析表和箱线图，当displayopt参数设定为on（默认值）时，显示方差分析表和箱线图；当displayopt参数设定为off时，则不显示方差分析表和箱线图。

[p，table]=anova1（…）：除了返回p检验的p值外，还返回元胞数组形式的方差分析表table（包含列标签和行标签）。通过带有标准单因素一元方差分析表的图形窗口的Edit菜单下的Copy Text选项，还可将方差分析表以文本形式复制到剪贴板。

[p，table，stats]=anova1（…）：同时返回结构体变量stats，用于进行后续的多重比较。anova1函数用来检验各总体是否具有相同的均值，当拒绝了原假设，认为各总体的均值不完全相同时，通常还需要进行两两的比较检验，以确定哪些总体均值间的差异是显著的，这就是所谓的多重比较。


【例7-11】
 　设有5种治疗某种病的药物，要比较它们的疗效，假定将20个病人随机地分成4组，每组5人，令每组病人使用同一种药物，实时记录病人从使用药物开始到痊愈的时间，如表7-3所示，试评价疗效有无显著差异。


表7-3　治愈的天数

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[5 4 7 8 6;2 9 5 7 3;10 6 7 9 12;3 5 12 8 6];
    m=mean(A)
    [p,table,stats]=anova1(A)


运行程序，输出如下，效果如图7-3和图7-4所示。


    m =
        5.0000    6.0000    7.7500    8.0000    6.7500
    p =
        0.5732
    table =
        'Source'    'SS'          'df'    'MS'        'F'        'Prob>F'
        'Columns'    [ 24.7000]     [ 4]    [6.1750]    [0.7500]    [0.5732]
        'Error'      [123.5000]    [15]    [8.2333]          []          []
        'Total'      [148.2000]    [19]          []          []          []
    stats =
        gnames: [5x1 char]
            n: [4 4 4 4 4]
        source: 'anova1'
        means: [5 6 7.7500 8 6.7500]
            df: 15
            s: 2.8694


[image: ]
图7-3　方差分析结果图



[image: ]
图7-4　单因素方差分析盒形图




 7.5.2　双因素方差

7.5.1节介绍了单因素实验的方差分析问题，但在科研和生产实践中，常常需要同时研究两个以上因素对实验结果的影响情况。如果同时研究两个因素对实验结果的影响，例如，研究不同浸提温度和浸提时间对茶叶有效成分提取的影响，就要对两个实验因素进行方差分析。对于双因素实验的方差分析，基本思想和方法与单因素实验方差分析相似，前提条件仍然是要满足独立、方差具有齐性、正态。所不同的是在双因素实验中，有可能出现交互作用。按照是否进行重复实验，双因素方差分析又分为两种，下面分别给予介绍。

1．无交互作用的方差分析

设A与B是对试验结果有影响的两个因子，相互独立。在此设树种和地区是影响松树生长的两个因子，这里以松树的直径大小作为判断松树生长优良的实验指标。现在只是不知道这两个因子之间是否存在交互作用，即是否存在某个地区最适合某种松树生长。在这种情况下，应首先按照有交互作用的方差分析方法去检验因子之间交互作用的存在性。如果根据生产实际经验或有关专业知识，知道它们之间不存在交互作用，或者它们的交互作用不显著，可以忽略不计。

首先讨论因子之间无交互作用的情形。

仅仅为分析因子A与因子B各自对实验指标的影响是否显著而设计的试验可以是无重复试验，即各种水平组合只进行一次试验，各获得一个试验数据就够了。因子A有r个水平，因子B有s个水平，现对因子A与B的不同水平的每种组合进行试验或抽样，共有r×s个组合，得数据结构见表7-4。


表7-4　无交互作用的双因子方差分析数据结构表
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2．有交互作用的方差分析

在许多情况下，两因素之间存在着一定程度的交互作用。所谓交互作用，就是因素之间的联合搭配作用对实验结果产生了影响。例如有些合金，当单独加入元素A或元素B时，性能变化不大，但当两者同时加入，合金性能的变化就特别显著。在多因素的方差分析中，把交互作用当成一个新因素来处理。为了考查因素间的交互作用，要求两个方面因素的每一交叉项要有重复实验。一般地，在有重复实验的双因子方差分析的这种情况下，数据结构见表7-5。


表7-5　有交互作用的双因子方差分析数据结构表
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表7-5中数据yijk
 表示A，B在第i，j个水平状态下第k个样本观测值。

与无交互作用的情形比较，有交互作用的双因子方差分析模型一个关键性的变化，就是在考虑各因子效应的同时，还要考虑因子间的交互效应，通常用A×B表示因子间的交互作用。

在MATLAB中提供了anova2函数实现双因素方差分析。其调用格式如下。

p=anova2（X，reps）：比较X中两列以上和两行以上的均值。不同列中的数据代表一个因子A的变化。不同行中的数据代表因素B的变化。若每一行-列匹配点有一个以上的观察值，则变量res指示每一个“单元”中观察量的个数。p为假设的概率，当小于0.05或0.01时，一般认为可以拒绝零假设。

p=anova2（X，reps，displayopt）：当displayopt为on时，则显示方差分析表和箱形图。

[p，table]=anova2（…）：返回单元数组表中的anova表。

[p，table，stats]=anova2（…）：返回stats结构，用于多元检验。


【例7-12】
 　水稻品种（因素A）和密度（因素B）实验的产量结果方差分析，实验数据如表7-6所示。

表7-6　水稻品种（因素A）和密度（因素B）实验的产量结果



	组合
	重复



	Ⅰ
	Ⅱ
	Ⅲ



	A1
 B1

	42
	40
	43



	A2
 B1

	45
	42
	45



	A3
 B1

	47
	37
	47



	A1
 B2

	43
	46
	46



	A2
 B2

	50
	47
	49



	A3
 B2

	49
	49
	51




根据以上水稻品种（因素A）和密度（因素B）实验的产量结果进行双因素方差分析，代码如下。


    >> clear all;
    X=[42 45 47 43 50 49;40 42 37 46 47 49;43 45 47 46 49 51];
    [p,table,stats]=anova2(X,3)     %双因素方差分析


运行程序，输出如下，效果如图7-5所示。


    p =
        0.0269      NaN      NaN
    table =
        'Source'        'SS'            'df'      'MS'          'F'        'Prob>F'
        'Columns'        [  143.7778]    [ 5]    [28.7556]    [3.8059]    [0.0269]
        'Rows'          [        0]    [ 0]    [    NaN]    [  NaN]    [  NaN]
        'Interaction'    [1.0544e-11]    [ 0]    [    Inf]    [  Inf]    [  NaN]
        'Error'          [  90.6667]    [12]    [ 7.5556]          []          []
        'Total'          [  234.4444]    [17]          []          []          []
    stats =
          source: 'anova2'
        sigmasq: 7.5556
        colmeans: [41.6667 44 43.6667 45 48.6667 49.6667]
            coln: 3
        rowmeans: 45.4444
            rown: 18
          inter: 1
            pval: NaN
              df: 12


[image: ]
图7-5　双因素方差分析表




 7.5.3　多因素方差

多因素方差分析可以用于确定根据多个因素划分的不同组数据的均值是否不同，如果它们不同，还可以进一步确定哪一个或几个因素是引起这种差异的原因。

在MATLAB统计工具箱中，提供了anovan函数用于进行多因素方差分析。函数的调用格式如下。

p=anovan（y，group）：进行均衡或不均衡多因素方差分析。输入参数y为向量，是对应于不同因素的观测值。输入参数group为一个单元数组，用来指示观测值所对应的各水平的列表。每个单元可以是向量、字符串数组或是字符串的单元数组，它们必须与y有相同的元素。

p=anovan（y，group，model）：用参数model指定进行方差分析的模式，取值可以是linear，interaction，full或者是一个整数或向量。默认值为linear，是用于计算原假设的p值；interaction用于计算原假设和各双因素交互作用的p值；full用于计算原假设和所有交互作用的p值。

p=anovan（y，group，model，sstype）：使用sstype指定的平方和方式计算方差分析表，取值可以是1，2或3。默认值为3。

p=anovan（y，group，model，sstype，gnames）：用gnames中的字符串或字符数组来标注各因素。默认的是'y1'，'y2'，…

p=anovan（y，group，model，sstype，gnames，'displayout'）：由displayout指定是否显示方差分析表，可以取值on或off，默认值为on。

[p，table]=anovan（…）：用单元数组返回方差分析表。

[p，table，stats]=anovan（（…）：返回一个数据结构，可进行多重比较。

[p，table，stats，terms]=anovan（（…）：在terms中返回各因素和交互作用。


【例7-13】
 　对一个三因素（A，B，C）方差进行分析。


    >> clear all;
    y = [52.7 57.5 45.9 44.5 53.0 57.0 45.9 44.0]';
    g1 = [1 2 1 2 1 2 1 2];
    g2 = {'hi';'hi';'lo';'lo';'hi';'hi';'lo';'lo'};
    g3 = {'may';'may';'may';'may';'june';'june';'june';'june'};
    %观察每个因子的组合情况，如在y(1)组合中，1为因素A，hi为因素B，may为因素C； 
    %在y(6)组合中，2为因素A，hi为因素B，june为因素C。
    [p,table,stats,terms]=anovan(y,{g1 g2 g3},'model','interaction')


运行程序，输出如下，得到方差分析表如图7-6所示。


    p =
        0.0347
        0.0048
        0.2578
        0.0158
        0.1444
        0.5000
    table =
        'Source'  'Sum Sq.'   'd.f.'  'Singular?'  'Mean Sq.'    'F'          'Prob>F'
        'X1'    [3.7813]    [1]      [0]    [ 3.7813]    [336.1111]      [0.0347]
        'X2' [199.0013][1]    [0]    [199.0013]  [1.7689e+004]    [0.0048]
        'X3'  [0.0612]  [1]    [0]  [  0.0612]    [    5.4444]  [0.2578]
    'X1*X2'  [ 18.3012][1]    [0]    [ 18.3012]    [1.6268e+003]    [0.0158]
    'X1*X3'  [0.2112]    [1]  [0]    [ 0.2112]    [    18.7778]    [0.1444]
    'X2*X3' [0.0113]    [1]  [0]    [  0.0113]    [      1]    [0.5000]
    'Error'  [0.0113]    [1]  [0]  [  0.0113]          []          []
    'Total'  [221.3788]    [7]    [0]        []              []          []
    stats =
            source: 'anovan'
              resid: [8x1 double]
              coeffs: [19x1 double]
                Rtr: [7x7 double]
              rowbasis: [7x19 double]
                dfe: 1
                mse: 0.0113
            nullproject: [19x7 double]
              terms: [6x3 double]
            nlevels: [3x1 double]
          continuous: [0 0 0]
            vmeans: [3x1 double]
          termcols: [7x1 double]
        coeffnames: {19x1 cell}
              vars: [19x3 double]
          varnames: {3x1 cell}
          grpnames: {3x1 cell}
          vnested: []
                ems: []
              denom: []
            dfdenom: []
            msdenom: []
            varest: []
              varci: []
          txtdenom: []
            txtems: []
            rtnames: []
    terms =
        1    0    0
        0    1    0
        0    0    1
        1    1    0
        1    0    1
        0    1    1


[image: ]
图7-6　方差分析表




 7.6　统计作图

统计工具箱在MATLAB丰富的绘图功能上又增添了一些特殊的图形表现函数，以充分、直观地展现样本其统计量的内在规律。


 7.6.1　直方图

不管对样本是否有先验知识，频数直方图（Histogram）都能方便、形象地表现样本数据的最可能取值位置和分布的分散程度。具体做法是：把样本数据的取值范围分成若干个区间，然后把落在每个区间内的数据数目用直方图画出。下面对MATLAB中提供的相关指令进行介绍。

[N，xxn]=hist（X，n_x_n）：计算或绘制样本X的频数直方图。

[N，x_bin]=histc（X，x_x）：计算样本X在端点定位区间上的频数直方图。

h=histfit（data，nbins）：返回直方图和正态密度曲线，其中data为一向量；nbins指定bar的个数，默认时为data中数据个数的平方根。h（1）为直方图的句柄，h（2）为正态密度曲线的函数句柄。

说明：

（1）输入变量X是被研究的样本数据。它可以是向量，也可以是矩阵。X为矩阵时，列被看作同组数据，即指令操作逐列进行。输出变量是绘制直方图的纵坐标（频数），即在指定区间内的数据数目。

（2）在hist函数中，输入变量n_x_n或取正整数标量，指示区间分段数；或取样本采样向量，指示各区间中点的数值；或完全默认，默认把样本数据的取值范围分成10个区间。输出变量N和xxn分别是绘制直方图的纵、横坐标量。再通过bar（xxn，N）及其他指令配合，可绘制出更丰富的频数直方图。输出变量可以全部默认。此时，该指令以默认设置直接绘出频数直方图。

（3）在histc函数中，输入变量x_x必须是样本采样向量，指示各区间端点数值。输出变量N为各区间的频数，而x_bin给出X中每个元素所属的区间号。利用histc函数输出变量，绘制频数直方图指令应是bar（x_x_N，'histc'）。


注意：
 频数直方图的运用和解释要谨慎。由统计理论可知：频数直方图的形状，最可能值的位置是对于区间分段宽度敏感的。因此，为获得对样本分布形状较为可信的认识，一不要使平均频数小于5；二要对于不同平均频数进行多次试验。假若在较小平均频数时，出现高的尖峰，而在较大平均频数时，尖峰被冲失，那么应该增加被试数据的数目，或者放弃已得的对分布形状的片面认识。

当样本数据有一个以上的最可能取值时，即多模时，频数直方图对样本数据的描述能力明显优于数字特征。


【例7-14】
 　利用函数hist绘制randn概率分布图。


    >> clear all;
    x=randn(499,1);
    y=randn(499,3);
    subplot(313);hist(x)
    xlabel('数据');ylabel('直方图');
    subplot(312);hist(x,100);
    xlabel('数据');ylabel('直方图');
    subplot(311);hist(y,25)
    xlabel('数据');ylabel('直方图');


运行程序，效果如图7-7所示。


【例7-15】
 　利用histfit函数绘制附加有正态密度曲线的直方图。


    >> clear all;
    r = normrnd(10,1,10,1)
    histfit(r)
    h = get(gca,'Children');
    set(h(2),'FaceColor',[.8 .8 1]);
    xlabel('数据');ylabel('直方图');


运行程序，输出如下，效果如图7-8所示。


    r =
      10.7778
        9.4511
        9.8740
      10.2996
      10.2962
      11.2008
      11.0902
        9.6413
        9.8701
      10.7337


[image: ]
图7-7　概率分布图



[image: ]
图7-8　附加有正态密度曲线的直方图




 7.6.2　最小二乘拟合直线

使用lsline函数可以实现离散数据的最小二乘拟合。函数的调用格式如下。

lsline：返回已知样本数据的最小二乘拟合直线，可以使用除“-”“—”和“．-”外的其他线条样式绘制线条。

lsline（ax）：根据给定的ax绘制最小二乘拟合直线。

h=lsline（_____）：返回直线的函数句柄。


【例7-16】
 　利用lsline函数根据给定的数据绘制最小二乘拟合直线。


    >> clear all;
    x = 1:10;
    rng default; %重复性
    figure;
    y1 = x + randn(1,10);
    scatter(x,y1,25,'b','*')
    hold on
    y2 = 2*x + randn(1,10);
    plot(x,y2,'mo')
    y3 = 3*x + randn(1,10);
    plot(x,y3,'rx:')


运行程序，效果如图7-9所示。

[image: ]
图7-9　最小二乘拟合




 7.6.3　累积分布图

称函数

[image: ]


为样本分布函数（或累积分布图）。累积分布函数图是阶梯状图，反映了样本观测数据的分布情况。

在MATLAB统计工具箱中提供了cdfplot函数用于绘制样本累积分布函数。可以把累积分布函数图和某种理论分布函数图叠放在一起，以了解它们之间的区别。

cdfplot函数的调用格式如下。

cdfplot（X）

h=cdfplot（X）

[h，stats]=cdfplot（X）

其中，X为向量；h为表示曲线的句柄；stats表示样本的一些特征。


【例7-17】
 　绘制一个极值分布向量的实际概率分布图形和理论概率分布图形。


    >> clear all;
    rng default;         %重复性
    y = evrnd(0,3,100,1);
    cdfplot(y)
    hold on
    x = -20:0.1:10;
    f = evcdf(x,0,3);
    plot(x,f,'m')
    legend('累积分布图形','理论图形','Location','NW')


运行程序，效果如图7-10所示。

[image: ]
图7-10　累积分布图形




 7.6.4　正态分布概率图

正态概率图用于正态分布的检验，实际上就是纵坐标经过变换后的正态分布的分布函数图。正常情况下，正态分布的分布函数曲线是一条S形曲线，而在正态概率图上描绘的则是一条直线。

如果采用手工绘制正态概率图，可以在正态概率纸上描绘，正态概率纸上有根据正态分布构造的坐标系，其横坐标是均匀的，纵坐标是不均匀的，以保证正态分布函数图形是一条直线。

在MATLAB中，使用normplot函数绘制正态分布概率图形。函数的调用格式如下。

h=normplot（X）：如果X为向量，则显示正态分布概率图形；如果X为矩阵，则显示每一列的正态分布概率图形。


【例7-18】
 　比较在相同数据下，绘制正态分布及均匀分布的正态概率图。


    >>clear all;
    %生成正态分布数据
    M=100;N=1;
    x=normrnd(0,1,M,N);
    %生成均匀分布
    y=rand(M,N);
    z=[x,y];
    %绘制正态概率图
    h=normplot(z);
    xlabel('数据');ylabel('概率');
    title('正态概率图');
    legend('正态分布数据','均匀分布数据');
    grid on;


运行程序，效果如图7-11所示。

[image: ]
图7-11　正态分布概率图与均匀分布图对比



在图7-11中的正态概率图中有3个图形元素：“+”号表示每一个样本点数值的经验概率；实线连接数据的第25个和第75个百分点，表示一个线性拟合；点画线将实线延伸到样本的两端。

在正态概率图中，如果所有的样本点都在直线附近，则假设样本服从正态分布是合理的；否则，如果样本不是正态分布的，则“+”号构成了一条曲线。通过观察图7-11中的两种不同分布样本的概率图可以验证这一点。


 7.6.5　数据盒图

box图用于描述数据样本，也用于通过图形来比较多个样本的均值。在MATLAB统计工具箱中提供了boxplot函数用于绘制box图。其调用格式如下。

boxplot（X）：返回X中的每列数据绘制一个box图。

boxplot（X，notch）：当notch=1时，得到一个有凹口的盒子图；notch=0时，得到一个矩形盒子图。

boxplot（X，notch，'sym'）：'sym'为标记符号，默认符号为“+”。

boxplot（X，notch，'sym'，vert，whis）：其中的vert控制box图水平放置还是垂直放置。当vert=0时，box图水平放置；当vert=1时（默认），box图垂直放置。whis定义虚线的长度为内四分位间距（IQR）的函数（默认情况为15×IQR）。如果whis=0，则box图用sym规定的标记显示“盒子”外所有的数据。


【例7-19】
 　绘制样本数据的盒子图。


    >> clear all;
    %产生正态分布的样本
    N=1024;            %样本长度
    x1=normrnd(5,1,N,1);
    x2=normrnd(6,1,N,1);
    x=[x1 x2];
    %参数
    subplot(221);
    sym1='*';        %标记
    notch1=1;  %凹口
    boxplot(x,notch1,sym1);
    xlabel('样本');ylabel('盒子态图');title('凹口');
    subplot(222);
    notch2=0;  %矩形
    boxplot(x,notch2);
    xlabel('样本');ylabel('盒子态图');title('矩形');
    subplot(223);
    vert=0;  %水平
    boxplot(x,notch1,'+',vert);
    xlabel('样本');ylabel('盒子态图');title('水平');
    subplot(224);
    vert=1;  %垂直
    boxplot(x,notch1,'+', vert);
    xlabel('样本');ylabel('盒子态图');title('垂直');


设置不同的参数，计算得到的盒状图如图7-12所示。

[image: ]
图7-12　不同类型的盒子图



盒子图中包括以下图形元素。

（1）盒的上下边界线分别对应样本的第25个和第75个百分点处。

（2）盒中间的直线是样本的中值，如果中值不在盒的中间，表明存在倾斜度。

（3）盒的凹口是样本中值置信区间的图形化表示。


 7.6.6　参考线绘制

在MATLAB中，提供两个函数refline及refcurve分别用于绘制一条参考直线和一条参考曲线。

1．refline函数

refline函数用于在当前图中绘制参考直线。函数调用格式如下。

refline（m，b）：在图中给出斜率为m、截距为b的直线。

refline（coeffs）：coeffs为一个二元矢量，所给出的直线为

[image: ]


refline：相当于用lsline函数绘图。

hline = refline（…）：返回直线的句柄值hline。


【例7-20】
 　绘制参考直线图。


    >>clear all;
    x = 1:10;
    y = x + randn(1,10);
    scatter(x,y,25,'b','*')
    lsline
    mu = mean(y);
    hline = refline([0 mu]);
    set(hline,'Color','r')
    xlabel('样本数据');ylabel('参考线');
    legend('scatter绘图','lsline绘图','refline参考线')


运行程序，效果如图7-13所示。

[image: ]
图7-13　参考线图



2．refcurve函数

refcurve函数用于绘制在当前图中的参考曲线。函数的调用格式如下。

refcurve（p）：在当前图中给出多项式p（以系数矢量p表示）的曲线。n阶多项式函数为

[image: ]


refcurve：沿x轴方向自动添加坐标轴。

hcurve = refcurve（…）：返回曲线的句柄值hcurve。


【例7-21】
 　绘制数据的参考曲线。


    >> clear all;
    p = [1 -2 -1 0];
    t = 0:0.1:3;
    y = polyval(p,t) + 0.5*randn(size(t));
    plot(t,y,'ro')
    h = refcurve(p);        %对数据进行拟合
    set(h,'Color','r')
    q = polyfit(t,y,3);      %对拟合多项式进行拟合
    refcurve(q)
    legend('原始数据','总体均值','拟合多项式拟合','Location','NW');
    xlabel('样本数据');ylabel('效果图');


运行程序，效果如图7-14所示。

[image: ]
图7-14　数据的参考曲线




 7.6.7　QQ图

QQ图用于显示两个样本的分位数-分位数图，在MATLAB统计工具箱中提供了qqplot函数实现分位数图。其调用格式如下。

qqplot（X）或qqplot（X，Y）：用于显示两个样本的分位数-分位数图。如果两个样本来源于同一分布，那么图中的曲线为直线。如果X与Y为乱阵，则为它们的每列数据绘制单独的曲线。图中样本数据以“+”符号表示，并将位于第一分位和第三分位数间的数据拟合绘制成一条线（这是两个样本顺序统计量的鲁棒线性拟合）。此线外推至样本数据的两端，以帮助用户评估数据的线性程度。

qqplot（X，PD）：PD为指定的分布分位数。

qqplot（X，Y，pvec）：函数可在pvec矢量中规定分位数。

h=qqplot（X，Y，pvec）：返回线段的句柄值h。


【例7-22】
 　创建两个不同泊松分布样本，作出其分位数-分位数图。


    >> clear all;
    x = poissrnd(10,50,1);
    y = poissrnd(5,100,1);
    qqplot(x,y);
    xlabel('x数据');ylabel('y数据');


运行程序，效果如图7-15所示。

[image: ]
图7-15　QQ图




 7.6.8　样本概率图

使用capaplot函数可以绘制样本的概率图形。函数的调用格式如下。

p=capaplot（data，specs）：假设数据服从正态分布，其均值和方差未知，即将data矢量中的观测值拟合成正态分布图，并返回新观测值落于specs规定的范围内的概率p。在分布图中，由specs矢量中的两个元素所界定的下界和上界之间的图形部分用阴影表示。

[p，h]=capaplot（data，specs）：返回所绘图形的元素的句柄。


【例7-23】
 　样本概率图形绘制。


    >> clear all;
    data=normrnd(3,0.005,100,1);
    p1=capaplot(data,[2.99 3.01])      %效果如图7-16(a)所示
    grid on;
    axis tight
    figure;
    p2=capaplot(data,[2.99 3.015])  %效果如图7-16(b)所示
    grid on;
    axis tight;


运行程序，输出如下，效果如图7-16所示。


    p1 =
        0.9528
    p2 =
        0.9713


[image: ]
图7-16　样本概率图形绘制




 7.7　判别分析

判别分析又称为线性判别分析（Linear Discriminant Analysis），产生于20世纪30年代，是利用已知类别的样本建立判别模型，为未知类别的样本判别的一种统计方法。近年来，判别分析在自然科学、社会学及经济管理学科中都有广泛的应用。判别分析的特点是根据已掌握的、历史上每个类别的若干样本的数据信息，总结出客观事物分类的规律性，建立判别公式和判别准则。当遇到新的样本点时，只要根据总结出来的判别公式和判别准则，就能判别该样本点所属的类别。判别分析按照判别的组数来区分，可以分为两组判别分析和多组判别分析。


 7.7.1　判别分析的基本思想

在科学研究中，经常会遇到这样的问题：某研究对象以某种方式（如先前的结果或经验）来划分成若干类型，而每一类型都是用一些指标X=（X1
 ，X2
 ，…，Xp
 ）T
 来表征，即不同类型的X的观测值在某种意义上有一定的差异，当得到一个新样品（或个体）的关于指标X的观测值时，要判断该样品（或个体）属于这几个已知类型中的哪一个，这类问题通常称为判别分析，也就是说，判别分析是根据所研究个体的某些指标的观测值来推断该个体所属类型的一种统计方法。

判别分析的应用十分广泛。例如，在工业生产中，要根据某种产品的一些非破坏测试性测试指标判别产品的质量等级；在经济分析中，根据人均国民收入、人均农业产值、人均消费水平等指标判断一个国家的经济发展程度；在考古研究中，根据挖掘的古人头盖骨的容量、周长等判断此人的性别；在地质勘探中，根据某地的地质结构、化探和物探等各项指标来判断该地的矿化类型；在医学诊断中，医生根据某病人的化验结果和病情征兆判断病人患哪一种疾病，等等。值得注意的是，作为一种统计方法，判别分析所处理的问题一般都是机理不甚清楚或者基本不了解的复杂问题，如果样品的某些观测指标和其所属类型有必然的逻辑关系，也就没有必要应用判别分析方法了。

用统计的语言来描述判别分析，就是已知有g个总体G1
 ，G2
 ，…，Gg
 。每个总体Gi
 可认为是属于Gi
 的指标X=（X1
 ，X2
 ，…，Xp
 ）T
 取值的全体，它们的分布函数F1
 （x），F2
 （x），…，Fg
 （x）均为p维函数，对于任一给定的新样品关于指标X的观测值x=（x1
 ，x2
 ，…，xp
 ）T
 ，要判断该样品应属于这g个总体中的哪一个。

在实际应用中，通常由取自各总体的关于指标X的样本为该总体的代表，该样本称为训练样本，判别分析即取训练样本中各总体的信息以构造一定的准则来决定新样品的归属问题。训练样本往往是历史上对某现象长期观察或者使用昂贵的实验手段得到的，因此对当前的新样品，我们自然希望将其指标值中的信息同各总体训练样本中的信息做比较，以便在一定程度上判定新样品的所属类型。概括起来，下述几方面体现了判别分析的重要意义。

第一，为未来的决策和行动提供参考。例如，以前对一些公司在破产前两年观测到某些重要的金融指标值。现在，要根据另一个同类型公司的这些指标的观测值，预测该公司两年后是否濒临破产的危险，这便是一种判别，其结论可以帮助该公司决策人员及早采取措施，防止将来可能破产的结局。

第二，避免产品的破坏。例如，一只灯泡的寿命只有将它用坏时才能得知；一种材料的强度只有将它压坏时才能获得。一般地，我们希望根据一些非破坏性的测量指标，便可将产品分出质量等级，这也要用到判别分析。

第三，减少获得直接分类信息的昂贵代价。例如在医学判断中，一些疾病可用代价昂贵的化验或手术得到确诊，但通常人们往往更希望通过便于观测（从而也可能导致错误）的一些外部症状来诊断，以避免过大的开支和对患者有不必要的损伤。

第四，在直接分类信息不能获得的情况下可用判别分析。例如，要判断某位署名的文学作品是否出自某已故作家之手，很显然，我们不能直接去问他。这时可以用这位已故作家的署名作品的写作特点（用一些变量描述）作为训练样本，用判别分析方法在一定程度上判定该未署名作品是否由该作家所作。

从以上例子中也可以清楚地看出，如果不是利用直接明确的分类信息来判断某新样本的归属问题，难免会出现误判的情况。判别分析的任务是根据训练样本所提供的信息，建立在某种意义下最优（如误判概率最小，或误判损失最小等）的准则来判定一个新样品属于哪一个总体。这里主要介绍距离判别准则。


 7.7.2　距离判别

距离判别主要分为以下几种情况。

1．两总体情况

设有两个总体G1
 和G2
 ，x是一个p维样品，如果能定义样品到总体G1
 和G2
 的距离d（x，G1
 ）和d（x，G2
 ），则可用如下的规则进行判别。

如果样品x到总体G1
 的距离小于到总体G2
 的距离，则认为样品x属于总体G1
 ，反之，则认为样品x属于总体G2
 ；如果样品x到总体G1
 和G2
 的距离相等，则对这个准则的数学模型可做如下描述：
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当总体G1
 和G2
 为正态总体且协方差相等时，距离选用马氏距离，即

[image: ]


这里，μ1
 ，μ2
 和Σ1
 ，Σ2
 分别为总体G1
 和G2
 的均值和协方差阵，当总体不是正态分布时，有时也可以用马氏距离来描述x到总体的远近。

如果Σ1
 =Σ2
 =Σ，这时

[image: ]


于是判别规则可表示为

[image: ]


这个规则取决于W（x）的值，通常称W（x）为判别函数，由于它是线性函数，又称为线性判别函数，a称为判别系数（类似于回归系数）。线性判别函数使用起来最方便，在实际应用中也最广泛。

当μ1
 ，μ2
 ，Σ未知时，可通过样本来估计。设[image: ]
 是来自G1
 的样本，[image: ]
 [image: ]
 是来自G2
 的样本，可得到以下估计：

[image: ]


其中，[image: ]
 。

当两个总体协差阵Σ1
 与Σ2
 不等时，可用

[image: ]


作为判别函数，这时它是x的二次函数。

2．多总体情况

多总体情况分为两种：一种是协差阵相同；另一种是协差阵不同。

1）协差阵相同

设有k个总体G1
 ，…，Gk
 ，它们的均值分别是μ1
 ，…，μk
 ，协差阵均为Σ。类似于两总体的讨论，判别函数为
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相应的判别规则为

[image: ]


当μ1
 ，…，μk
 ，Σ未知时，设从Ga
 中抽取的样本为[image: ]
 ，则它的估计为

[image: ]


式中，[image: ]
 。

2）协差阵不相同

这时判别函数为

[image: ]


这时的判别规则为

[image: ]


当μ1
 ，…，μk
 和Σ1
 ，…，Σk
 未知时，[image: ]
 的估计与协差阵相同时的估计一致，而

[image: ]


式中，Aa
 与协差相同时的估计一致。

线性判别函数容易计算，二次判别函数计算起来则比较复杂，尤其在现场，为此需要一些计算方法。因Σi
 >0，存在唯一的下三角阵Vi
 ，其对角线元素均为正，使得

[image: ]


从而[image: ]
 仍为下三角阵。可事先将L1
 ，…，Lk
 算好。

令[image: ]
 ，则

[image: ]


用这样的方法来算就比较方便。

3．MATLAB实现

在MATLAB统计工具箱中，提供了classify函数用于实现判别分析。函数的调用格式如下。

class = classify（sample，training，group）：将sample中的每一个观测归入training中观测所在的某个组。输入参数sample为待判别的样本数据矩阵，training为用于构造判别函数的训练样本矩阵，它们的每一行对应一个观测，每一列对应一个变量，sample和training具有相同的列数。参数group是与training相应的分组变量，group和training具有相同的行数，group中的每一个元素指定了training中相应观测所在的组。group可以为一个分类变量（即用水平表示分组）、数值向量、字符串数组或字符串元胞数组。输出参数class为一个行向量，用来指定sample中各观测所在的组，class与group具有相同的数据类型。

classify函数把group中的NaN或空字符作为缺失数据，从而忽略training中相应的观测。

class=classify（sample，training，group，'type'）：允许用户通过type参数指定判别函数的类型，type的可能取值如下。

（1）type='linear'：线性判别函数（默认情况）。假定[image: ]
 ，…，k，即各组的先验分布均为协方差矩阵相同的p元正元态分布，此时由样本得出协方差矩阵的联合估计[image: ]
 。

（2）type='diaglinear'：与linear类似，此时用一个对角矩阵作为协方差矩阵的估计。

（3）type='quadratic'：二次判别函数。假定各组的先验分布均为p元正态分布，但是协方差矩阵并不完全相同，此时分别得出各个协方差矩阵的估计[image: ]
 。

（4）type='diagquadratic'：与quadratic类似，此时用对角矩阵作为各个协方差矩阵的估计。

（5）type='mahalanobis'：各组的协方差矩阵不全相等并未知时的距离判别，此时分别得出各组的协方差矩阵的估计。


注意：
 当type参数取前4种取值时，classify函数可用来做贝叶斯判别，此时可以通过第三种调用格式中的prior参数给定先验概率；当type参数取值为'mahalanobis'时，classify函数用作距离判别，此时先验概率只是用来计算误判概率。

class=classify（sample，training，group，'type'，prior）：允许用户通过prior参数指定各组的先验概率，默认情况下，各组先验概率相等。prior可以是以下3种类型的数据。

（1）一个元素全为正数的数值向量，向量的长度等于group中所包含的组的个数，即group中去掉多余的重复行后还剩下的行数。prior中元素的顺序应与group中各组出现的顺序相一致。prior中各元素除以其所有元素之和即为各组的先验概率。

（2）一个1×1的结构体变量，包括两个字段：prob和group，其中prob为元素全为正数的数值向量，group为分组变量（不含重复行，即不含多余的分组信息），prob用来指定group中各组的先验概率，prob中各元素除以其所有元素之和即为各组的先验概率。

（3）字符串'empirical'，根据training和group计算各组出现的频率，作为各组先验概率的估计。

[class，err] = classify（…）：返回基于training数据的误判概率的估计值err。

[class，err，POSTERIOR] = classify（…）：返回后验概率估计值矩阵POSTERIOR，POSTERIOR的第i行第j列元素为第i个观测属于第j个组的后验概率的估计值。当输入参数type的值为'mahalanobis'时，classify函数不计算后验概率，即返回的POSTERIOR为[]。

[class，err，POSTERIOR，logp] = classify（…）：返回输入参数sample中各观测的无条件概率密度的对数估计值向量logp。当输入参数type的值为'mahalanobis'时，classify函数不计算logp，即返回的logp为[]。

[class，err，POSTERIOR，logp，coeff] = classify（…）：返回一个包含组与组之间边界信息（即边界方程的系数）的结构体数组coeff。coeff的第i行第j列元素为一个结构体变量，包含第i组和第j组之间的边界信息，它所有的字段及说明如表7-7所示。

表7-7　输出参数coeff的字段及说明



	字段
	说明
	字段
	说明



	type
	由输入参数type指定的判别函数的类型
	const
	边界方程的常数项（K）



	name1
	第一个组的组名
	linear
	边界方程中一次项的系数向量（L）



	name2
	第二个组的组名
	quadratic
	边界方程中二次项的系数矩阵（Q）





【例7-24】
 　以lg（1/EC50
 ）作为活性高低的界限，测定了26个含硫芳香族化合物对发光菌的毒性数据。分别计算了这些化合物的lgKow
 、Hammett电荷效应常数σ，并测定了水解速度常数k（见表7-8），试根据活性类别（两类）及变量lgKow
 ，σ和lgk所取的数据，对3个未知活性同系物的活性进行判别。


表7-8　26个化合物的结构参数与判别分析结果

[image: ]
 [image: ]


其实现的MATLAB程序代码如下。


    >>clear all;
    load mydata  %保存以上数据为mydata.mat文件
    training=[x1 x2 x3 x4]
    group=[1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2]';
    sample=[1.33 0.81 2.29 1.71;1.72 1.59 3.35 1.46;1.55 1.71 3.00 1.17];
    class=classify(sample,training,group)'


运行程序，输出如下。


    class =
    1  2  2


即3个未知化合物的活性类型分别属于低、高、高，与实际结果完全一样。


 7.7.3　Fisher判别分析

Fisher判别又称典型判别，其基本思想是投影，将k组p维数据投影到某个方向，使得它们的投影做到组与组之间尽可能地分开。衡量投影后k组数据的区分度，用到了一元方差分析的思想。

1．Fisher判别分析概述

在距离判别中，当两个总体为协方差阵相同的正态分布时，可以导出一个线性判别函数，这样研究起来就很方便。而Fisher判别对一般总体也能导出线性判别函数，同时也可以导出一般的波莱尔判别函数。

对于m个总体G1
 ，G2
 ，…，Gm
 ，其均值和协方差分别为μ1
 ，μ2
 ，…，μm
 和V1
 ，V2
 ，…，Vm
 ，则对任意一个样品X，其线性判别函数为E-1
 B的最大特征值对应的特征向量有
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其中，I为m阶单位矩阵。

2．MATLAB实现

在MATLAB统计工具箱中没有提供专门的函数实现协方差阵相同的几个样本判别，下面通过自编函数fisher实现。其源代码如下。


    function [u,s,num]=fisher(M,V,X)
    [m,n]=size(M);
    I=eye(m);
    J=ones(m);
    B=M'*(I-J./m)*M;
    E=m*V;
    [U,D]=eig(inv(E)*B);
    [lamda,index]=max(sum(D));
    u=U(:,index);
    s=abs(X*u-M*u);
    [minu,num]=min(s);



【例7-25】
 　有4个三维总体G1
 ，G2
 ，G3
 ，G4
 ，已知μ1
 =（2.1，1.5，0.4）′，μ2
 =（1.5，0.8，7.6）′，μ3
 =（10.3，9.6，1.8）′，μ4
 =（16.5，11.7，9.8）′，共同的协方差阵为V=[image: ]
 ，试求线性判别函数，并判断样本X=（8.6，8.4，3）的归属。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    M=[2.1 1.5 0.4;1.5 0.8 7.6;10.3 9.6 1.8;16.5 11.7 9.8];
    V=[5.92 1.01 1.24;1.01 2.68 0.85;1.24 0.85 3.47];
    X=[8.6 8.4 3];
    [u,s,num]=fisher(M,V,X)


运行程序，输出如下。


    u =
      -0.4485
      -0.8660
        0.2212
    s =
        8.3150
      10.7833
        2.0671
        4.8961
    num =
        3



 7.8　主成分分析

在数学建模中，经常会遇到研究多个变量的问题，而且在多数情况下，多个变量之间常常存在一定的相关性，比如在研究上海世界博览会影响力评价时，就要考虑多个评价变量。当变量个数较多且变量之间存在复杂关系时，会显著增加分析问题的复杂性。如果有一种方法可以将多个变量综合为少数几个代表性变量，使这些变量既能够代表原始变量的绝大多数信息又互不相关，那么这样的方法无疑有助于对问题的分析和建模。主成分分析（Principal Component Analysis，PCA）正是这样的一种方法。


 7.8.1　PCA基本思想

PCA是一种数学降维方法，其所要做的是设法将原来众多具有一定相关性的变量，重新组合为一组新的相互无关的综合变量。通常，数学上的处理方法就是将原来的变量做线性组合，作为新的综合变量，但是这种组合如果不加以限制，则可以有很多，应该怎样选择呢？如果将选取的第一个线性组合即第一个综合变量记为F1
 ，自然希望它尽可能多地反映原来变量的信息。这里“信息”用方差来测量，即希望Var（F1
 ）尽量大，表示F1
 包含的信息尽可能多。因此在所有线性组合中F1
 应该是方差最大的，因此称F1
 为第一主成分。如果第一主成分不足以代表原来p个变量的信息，再考虑选取F2
 即第二个线性组合。为了有效地反映最初的信息，F1
 已有的信息就不需要再出现在F2
 中，用数学语言表达就是要求cov（F1
 ，F2
 ）=0，称F2
 为第二主成分。以此类推，可以构造出第三、第四、……、第p个主成分。


 7.8.2　PCA步骤及实现

如何利用PCA解决实际问题呢？下面先简单介绍一下PCA的典型步骤。

（1）对原始数据进行标准化处理。

假设样本观测数据矩阵为
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那么可以按照如下方法对原始数据进行标准化处理：

[image: ]


其中，[image: ]


（2）计算样本相关系数矩阵。

为了方便，假定原始数据标准化后仍用X表示，则经标准化处理后数据的相关系数为

[image: ]


其中，[image: ]
 。

（3）计算相关系数矩阵R的特征值和相应的特征向量。

特征值：λ1
 ，λ2
 ，…，λp


特征向量：[image: ]
 。

（4）选择重要的主成分，并写出主成分表达式。

由于主成分分析可以得到p个主成分，但是由于各个主成分的方差是递减的，包含的信息量也是递减的，所以实际分析时，一般不是选取p个主成分，而是根据各个主成分累计贡献率的大小选取前k个主成分。这里的贡献率指的是某个主成分的方差占全部方差的比重，实际也就是某个特征值占全部特征值合计的比重，即
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贡献率越大，说明该主成分所包含的原始变量的信息越多。主成分个数k的选取，主要根据主成分的累积贡献率来决定，即一般要求累计贡献率达到85％以上，这样才能保证综合变量级包括原始变量的绝大多数信息。

另外，在实际应用中，选取了重要的主成分后，还要注意主成分实际含义的解释。主成分分析中一个很关键的问题是怎样给主成分赋予新的意义，给出合理的解释。一般而言，这个解释是根据主成分表达式的系数结合定性分析来进行的。主成分是原来变量的线性组合，在这个线性组合中各变量的系数有大有小，有正有负，有的大小相当，因而不能简单地认为这个主成分是某个原变量的映射，如线性组合中各变量系数的绝对值相差较大时，该主成分主要综合了绝对值大的变量，而当几个变量系数的绝对值大小相当时，应认为这一主成分是这几个变量的综合。这几个变量综合在一起应赋予怎样的实际意义，这要结合具体实际问题和专业，给出恰当解释，进而才能达到深刻分析的目的。

（5）计算主成分得分。

根据标准化的原始数据，按照各个样品，分别代入主成分表达式，就可以得到各主成分下的各个样品的新数据，即为主成分得分。形式为

[image: ]


其中，[image: ]
 。

（6）依据主成分和建模常见的形式有主成分回归、变量子集合的选择、综合评价等。

下面通过实例来演示PCA应用的实例。


【例7-26】
 　为了系统地分析某IT类企业的经济效益，选择了8个不同的利润指标，对15家企业进行了调研，并得到如表7-9所示的数据。请根据这些数据对15个企业进行综合实力排序。


表7-9　企业综合实力评估表

[image: ]


由于本问题中涉及8个指标，这些指标间的关联关系并不明确，且各指标数值的数量级也存在差异，为此这里将首先借助PCA方法对指标体系进行降维处理，然后根据PCA打分结果实现对企业的综合实例排序。

其实现的MATLAB程序代码如下。


    >> clear all;
    %导入数据及处理
    A=[40.424.77.26.18.38.72.44220;2512.711.21112.920.23.5429.1;…
    13.23.33.94.34.45.50.5783.6;22.36.75.63.767.40.1767.3;…
    34.311.87.17.188.91.72627.5;35.612.516.416.722.829.33.01726.6;…
    227.89.910.212.617.60.84710.6;48.413.410.99.910.913.91.77217.8;…
    4.0619.119.81929.739.62.44935.8;24.889.88.911.916.20.78913.7;…
    12.59.74.24.24.66.50.8743.9;1.80.60.70.70.81.10.0561;32.313.9
    9.48.39.813.32.12617.1;…
    38.59.111.39.512.216.41.32711.6;26.210.15.615.67.730.10.12625.9];
    %数据标准化处理
    a=size(A,1);
    b=size(A,2);
    for i=1:b
        SA(:,i)=(A(:,i)-mean(A(:,i)))/std(A(:,i));
    end
    %计算相关系数矩阵的特征值和特征向量
    CM=corrcoef(SA);  %计算相关系数矩阵
    [V,D]=eig(CM);    %计算特征值和特征向量
    for j=1:b
        DS(j,1)=D(b+1-j,b+1-j);          %对特征值按降序进行排序
    end
    for i=1:b
        DS(i,2)=DS(i,1)/sum(DS(:,1));  %贡献率
        DS(i,3)=sum(DS(1:i,1))/sum(DS(:,1));  %累积贡献率
    end
    %选择主成分及对应的特征向量
    T=0.9;  %主成分信息保留率
    for K=1:b
        if DS(K,3)>=T
            Com_num=K;
            break;
        end
    end
    %提取主成分对应的特征向量
    for j=1:Com_num
        PV(:,j)=V(:,b+1-j);
    end
    %计算各评价对象的主成分得分
    new_score=SA*PV;
    for i=1:a
        total_score(i,1)=sum(new_score(i,:));
        total_score(i,2)=i;
    end
    result_report=[new_score,total_score]; %将各主成分得分与总分放在同一个矩阵中
    result_report=sortrows(result_report,-4);  %按总分降序排序
    %输出模型及结果报告
    disp('特征值及其贡献率、累计贡献率： ')
    DS
    disp('信息保留率T对应的主成分分数与特征向量： ')
    Com_num
    PV
    disp('主成分得分及排序(按第4列的总分进行降序排序，前3列为各主成分得分，第5列为企业编号)')
    result_report


运行程序，输出如下。

特征值及其贡献率、累计贡献率：


    DS =
        5.2194    0.6524    0.6524
        1.3709    0.1714    0.8238
        0.6236    0.0779    0.9017
        0.4683    0.0585    0.9603
        0.1714    0.0214    0.9817
        0.1377    0.0172    0.9989
        0.0050    0.0006    0.9996
        0.0035    0.0004    1.0000


信息保留率T对应的主成分分数与特征向量：


    Com_num =
        3
    PV =
        0.1309  -0.6900  -0.4839
        0.3124  -0.4297    0.1387
        0.4094    0.0844    0.1957
        0.4023    0.2266  -0.2631
        0.4070    0.2159    0.2023
        0.3863    0.3361  -0.2041
        0.3185  -0.3475    0.6197
        0.3736  -0.0219  -0.4154


主成分得分及排序（按第4列的总分进行降序排序，前3列为各主成分得分，第5列为企业编号）。


    result_report =
        4.8993    2.0973    0.6840    7.6806    9.0000
        3.4563    0.0984    0.0749    3.6296    6.0000
        1.1022  -0.4259    1.4607    2.1370    2.0000
      -0.2027    0.7920  -0.1067    0.4826    7.0000
      -0.2693    0.5200  -0.2919  -0.0412  10.0000
        0.3278  -0.9190    0.2090  -0.3822  13.0000
        0.5595    1.0217  -2.0662  -0.4849  15.0000
        0.2002  -0.3658  -0.3367  -0.5023  14.0000
        0.7165  -1.4527  -0.6181  -1.3543    8.0000
      -2.2373    0.1930    0.6433  -1.4010  11.0000
      -0.0485  -1.0502  -0.5594  -1.6581    5.0000
        0.5692  -2.5592    0.3044  -1.6856    1.0000
      -2.7328    0.6809    0.3078  -1.7441    3.0000
      -2.1906    0.1939  -0.2134  -2.2101    4.0000
      -4.1499    1.1756    0.5084  -2.4659  12.0000


从该结果可知，第9家企业的综合实力最强，第12家企业的综合实力最弱。报告还给出了各主成分的权重信息（贡献率）及与原始变量的关联关系（特征向量），这样就可以根据实际问题做进一步的分析。



第8章　微分方程

微分方程是描述动态系统的最常用数学工具，也是很多科学与工程领域数学建模的基础。线性微分方程和低阶特殊微分方程往往可以通过解析解的方法求解，但一般的非线性微分方程是没有解析解的，因此需要用数值解的方式求解。


 8.1　微分方程的基本概念

在微分方程中，自变量的个数只有一个，称为常微分方程。自变量的个数为两个或两个以上的微分方程叫偏微分方程。微分方程中出现的未知函数最高阶导数的阶数称为微分方程的阶数。如果未知函数y及其各阶导数[image: ]
 都是一次的，则称它是线性的，否则称为非线性的。由给定的初始条件和微分方程所给出的定解问题称为初值问题，其中n阶常微分的初值问题为

[image: ]


从实际问题当中归纳出来的微分方程，通常主要依靠数值解法来解决。本章主要讨论一阶常微分方程初值问题

[image: ]


在区间a≤x≤b上的数值解法。

可以证明，如果函数f（x，y）在带形区域

[image: ]


内连续，且关于y满足李普希兹（Lipschitz）条件，即存在常数L（它与x，y无关）使

[image: ]


对R内任意两个y1
 ，y2
 都成立，则方程[image: ]
 的解y=y（x）在[a，b]上存在且唯一。

数值方法的基本思想：对常微分方程初值问题的数值解法，就是要算出精确解y（x）在区间[a，b]上的一系列离散节点a=x0
 <x1
 <…<xn-1
 <xn
 =b处的函数值y（x0
 ），y（x1
 ），…，y（xn
 ）的近似值y0
 ，y1
 ，…，yn
 。相邻两个节点的间距h=xi+1
 -xi
 称为步长，步长可以相等，也可以不等。本章总是假定h为定数，称为定步长，这时节点可表示为
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数值解法需要把连续性的问题加以离散化，从而求出离散节点的数值解。

初值问题的数值解法有个基本特点，都是采用“步进式”，即求解过程随着节点排序的次序一步一步地向前推进。对于这类算法的描述，只要给出用已知信息yi
 ，yi-1
 ，yi-2
 ，…，y0
 计算yi+1
 的递推公式。

递推公式通常分为以下两类。

（1）单步法：这类方法在计算yi+1
 时，只需要前一步计算出来的值。因此，在给出了初值的情况下，可以逐步往下计算，其代表是龙格-库塔法。

（2）多步法：这类方法在计算yi+1
 时，除了要用到前面一步的值外，还要用到前面k（k=1，2，…）步的值，其代表是亚当姆斯法。


 8.2　单步法

单步法是求解常微分方程初值问题的一类数值方法，这一类方法用于计算y（x）在x=xk+1
 处的值取决于x=xk
 处的函数，以及导数值，常见的单步法有Euler法及Runge-Kutta法。


 8.2.1　显式Euler法

考虑一阶常微分方程初值问题

[image: ]


式中，f是x和y的已知函数；y0
 是给定的初始值。

将区间[a，b]作为N等价，小区间的长度[image: ]
 称为步长，点xk
 =kh，k=0，1，2…，N称为节点，x0
 =a。一般地，如果已知y（x）在xk
 =x0
 +kh，k=0，1，2…处的精确值或近似值，则可以近似地计算出y（xk+1
 ）的近似公式为

[image: ]


这就是离散初值问题的显式Euler方法，它的整体截断误差与h同阶。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现Euler法求解微分方程，通过编写eulerfun.m函数实现Euler法，其源代码如下。


    function E=eulerfun(fun,x0,y0,xn,n)
    % eulerfun.m函数为用Euler法求解微分方程
    % fun为一阶微分方程的函数
    % x0,y0为初始条件
    % xn为取值范围的一个端点
    % h为区间步长
    % N为区间的个数
    % x为Xn构成的向量
    % y为Yn构成的向量
    x=zeros(1,n+1);
    y=zeros(1,n+1);
    x(1)=x0;y(1)=y0;
    h=(xn-x0)/n;
    for k=1:n
        x(k+1)=x(k)+h;
        y(k+1)=y(k)+h*feval(fun,x(k),y(k));
    end
    T=[x',y']



【例8-1】
 　求常微分方程[image: ]
 。

根据需要，建立常微分方程的M文件，源代码如下。


    function z=eufun(x,y)
    z=2/y*x+y^2*exp(y);


调用Euler方法求解微分方程，代码如下。


    >> clear all;
    x0=1;y0=2;
    xn=0;n=15;
    eulerfun('eufun',x0,y0,xn,n)


运行程序，输出如下。


    T =
        1.0000    2.0000
        0.9333    1.9000
        0.8667    1.8018
        0.8000    1.7056
        0.7333    1.6117
        0.6667    1.5207
        0.6000    1.4331
        0.5333    1.3493
        0.4667    1.2703
        0.4000    1.1968
        0.3333    1.1300
        0.2667    1.0710
        0.2000    1.0212
        0.1333    0.9820
        0.0667    0.9548
        0.0000    0.9409



 8.2.2　隐式Euler法

若改用向后差商[image: ]
 替代方程[image: ]
 中的导数项[image: ]
 ，再离散化，就可以得到下列格式

[image: ]


这种格式与8.2.1节提到的欧拉格式的区别在于：8.2.1节提到的欧拉格式是关于yn
 的一个直接的计算公式，这类格式叫作显式的欧拉格式；而上式这种格式的右端含有未知量yn+1
 ，它实际是一个关于yn+1
 的函数方程，这类格式叫作隐式的欧拉格式。隐式格式的计算比显式格式困难得多。下面介绍一个属于隐式方法的公式——梯形公式。

对方程y′=f（x，y）的两端在区间[xi
 ，xi+1
 ]上积分，得

[image: ]


要通过这个积分关系获得y（xn+1
 ）的近似值，只要近似地算出其中的积分项[image: ]
 。若使用梯形方法计算积分项

[image: ]


再代入[image: ]
 中，得

[image: ]


将式中的y（xn
 ），y（xn+1
 ）分别用yn
 ，yn+1
 替换，有

[image: ]


这种差分格式称作梯形格式。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现隐式欧拉法，可编写diEuler.m函数实现此算法，其代码如下。


    function x=diEuler(f,x0,y0,xn,N)
    % diEuler.m为隐式欧拉法求微分方程的数值解
    % f为一阶常微分方程的一般表达式的右端函数； 
    % x0,y0为初始条件
    % xn为取值范围的一个端点； 
    % n为区间的个数； 
    % x为求解微分方程组的值
    x=zeros(1,N+1);          %x为Xn构成的向量
    y=zeros(1,N+1);          %y为Yn构成的向量
    x(1)=x0;
    y(1)=y0;
    h=(xn-x0)/N;
    for n=1:N
        %用迭代法求y(n+1)
        x(n+1)=x(n)+h;
        z0=y(n)+h*feval(f,x(n),y(n));
        for k=1:3
            z1=y(n)+h*feval(f,x(n+1),z0);
            if abs(z1-z0)<1e-3;
                break;
            end
            z0=z1;
        end
        y(n+1)=z1;
    end
    T=[x',y']



【例8-2】
 　用欧拉法求一阶常微分方程[image: ]
 ，（0≤x≤1）的数值解。

根据需要，编写常微分方程的M文件，代码如下。


    function z=difun(x,y)
    z=y-3*x;


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    x0=0; y0=0.1;xn=1;n=10;
    x = diEuler('difun',x0,y0,xn,n);


运行程序，输出如下。


    T =
            0    0.1000
        0.1000    0.0778
        0.2000    0.0198
        0.3000  -0.0779
        0.4000  -0.2199
        0.5000  -0.4109
        0.6000  -0.6565
        0.7000  -0.9628
        0.8000  -1.3363
        0.9000  -1.7847
        1.0000  -2.3163



 8.2.3　改进Euler法

8.2.1节介绍的Euler法的整体误差是O（h），h是网格步长。如果不计舍入误差，并设x0
 =0，xk
 =1，那么，为了使近似解y（xk
 ）之间的误差是O（10-6
 ），即h～10-6
 ，这意味着用Euler方法计算出y（xk
 ）需要运算一百万步。因而为了实际计算的需要，有必要寻求精度较高的方法。对前面介绍过的显式Euler法进行改进，得到改进的Euler方法为：

[image: ]


由此公式得到改进的Euler函数。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现改进的Euler法求解微分方程，通过编写Gjeulerfun.m函数实现改进的Euler法，其源代码如下。


    function E=Gjeulerfun(fun,x0,y0,xn,n)
    % Gjeulerfun.m函数为用改进的Euler法求解微分方程
    % fun为一阶微分方程的函数
    % x0,y0为初始条件
    % xn为取值范围的一个端点
    % h为区间步长
    % n为区间的个数
    % x为Xn构成的向量
    % y为Yn构成的向量
    x=zeros(1,n+1);
    y=zeros(1,n+1);
    x(1)=x0;y(1)=y0;
    h=(xn-x0)/n;
    for k=1:n
        x(k+1)=x(k)+h;
        z0=y(k)+h*feval(fun,x(k),y(k));
        y(k+1)=y(k)+h/2*(feval(fun,x(k),y(k))+feval(fun,x(k+1),z0));
    end
    T=[x',y']



【例8-3】
 　用改进的Euler方法计算常微分方程

[image: ]


首先，根据需要，编写常微分方程的M文件，源代码如下。


    function z=gjfun(x,y)
    z=1/y*(x*2+x);


调用改进的Euler方法对常微分方程进行求解，代码如下。


    >> clear all;
    x0=1;y0=3;
    xn=-1.5;n=15;
    Gjeulerfun('gjfun',x0,y0,xn,n)


运行程序，输出如下。


    T =
        1.0000    3.0000
        0.8333    2.8431
        0.6667    2.7081
        0.5000    2.5982
        0.3333    2.5167
        0.1667    2.4666
        0.0000    2.4497
      -0.1667    2.4667
      -0.3333    2.5170
      -0.5000    2.5985
      -0.6667    2.7084
      -0.8333    2.8435
      -1.0000    3.0004
      -1.1667    3.1758
      -1.3333    3.3669
      -1.5000    3.5711



 8.2.4　Runge-Kutta法

另一类单步方法就是Runge-Kutta法，Runge-Kutta法的迭代格式很多，在此介绍一下经典的四阶Runge-Kutta法的迭代格式为

[image: ]


在MATLAB中提供了ode系列函数实现龙格-库塔法。除ode15i其他ode系数函数的调用格式如下。

[T，Y]=solver（odefun，tspan，y0
 ）

[T，Y]=solver（odefun，tspan，y0
 ，options）

其参数解析如下。

（1）odefun输入参数为定义微分方程组[image: ]
 的M函数文件名，可以在文件名前加写@，或用英文格式单引号界定文件名。

（2）tspan输入参数规定了常微分方程的自变量取值范围，其以矩阵[x0
 ，xf]形式输入，表示自变量x∈[x0
 ，xf]。

（3）y0
 输入参数表示初始条件向量，y0
 =[y（x0
 ），y′（x0
 ），y″（x0
 ），…]。微分方程组中的方程个数必须等于初始条件数，这是求常微分方程特解所必需的条件。

（4）输入参数options为选项参数，其可由odeset函数进行设置，较为复杂。

（5）输出参数[T，Y]为微分方程组解函数的列表（t与y都为列矩阵），它包含向量t各节点ti
 和与ti
 对应向量y的第i个分量yi
 =y（ti
 ）（即第i个方程的解），i表示节点的序列数。


【例8-4】
 　已知如下模型的状态方程表示为：

[image: ]


试利用Runge-Kutta-Felhberg算法求其近似数值解，并绘制效果图。

首先利用MATLAB建立其M文件。


    function dy = rigid(t,y)
    dy = zeros(3,1);    %一个列向量
    dy(1) = y(2) * y(3);
    dy(2) = -y(1) * y(3);
    dy(3) = -0.51 * y(1) * y(2);


利用ode45函数对其进行数值求解，将绘制效果图。


    >>clear all;
    options = odeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',[1e-4 1e-4 1e-5]);
    [T,Y] = ode45(@rigid,[0 12],[0 1 1],options)
    plot(T,Y(:,1),'-',T,Y(:,2),'-.',T,Y(:,3),'.')


运行程序，输出如下，效果如图8-1所示。


    T =
            0
        0.0317
        0.0634
        0.0951
        …
        …
    Y =
            0    1.0000    1.0000
        0.0317    0.9995    0.9997
        0.0633    0.9980    0.9990
        0.0949    0.9955    0.9977
        0.1263    0.9920    0.9959
        …        …        …
        …        …        …


[image: ]
图8-1　常微分方程组的数值解




【例8-5】
 　求非刚性微分方程组初值问题。

[image: ]


选用ode23计算，其相对误差限为10-3
 ，绝对误差限为10-6
 ，分别画出初值条件为[x0
 ，y0
 ]=[1，0.2]，[1，0.5]，[1，0.8]，[1，1.1]和[1，1.2]解的相平面轨迹图。


    >>clear all;
    ode913=inline('[2*x(1)-x(1)*x(2);-x(2)+x(1)*x(2)]','t','x');
    option=odeset('reltol',1e-3,'abstol',1e-6,'outputfcn','odephas2');
    hold on
    axis([0 6 0 6]);xlabel('x轴');ylabel('y轴');
    [t,x]=ode23(ode913,[0 6],[1 0.2],option);
    [t,x]=ode23(ode913,[0 6],[1 0.5],option);
    [t,x]=ode23(ode913,[0 6],[1 0.8],option);
    [t,x]=ode23(ode913,[0 6],[1 1.1],option);
    [t,x]=ode23(ode913,[0 6],[1 1.2],option);
    hold off
    legend('初值为[1 0.2]','初值为[1 0.5]','初值为[1 0.8]','初值为[1 1.1]','初值为[1 1.2]')
    text(4,0.4,'初值为[1 0.2]','FontSize',8)
    text(3.5,2,'初值为[1 0.5]','FontSize',8)
    text(2.2,2.5,'初值为[1 0.8]','FontSize',8)
    text(1,3.3,'初值为[1 1.1]','FontSize',8)
    text(0.9,2,'初值为[1 1.2]','FontSize',8)


运行程序，效果如图8-2所示。

[image: ]
图8-2　相平面轨迹图



在MATLAB中提供了ode15i函数求解隐式微分方程。所谓隐式微分方程就是那些不能转换成式[image: ]
 中的一阶显式常微分方程组的微分方程。ode15i函数的调用格式如下。

[T，Y] = ode15i（odefun，tspan，y0
 ，yp0
 ）：odefun为代表完全隐式常微分方程组的函数，其形式为f（t，y，y'）。tspan可以是两个元素的向量[t0
 ，tf
 ]，这时函数返回t0
 到tf
 时间范围内的常微分方程的解；tspan也可以是[t0
 ，t1
 ，…，tf
 ]，这时函数返回在时间[t0
 ，t1
 ，…，tf
 ]上的常微分方程的解。y0
 与yp0
 用于指定微分方程的初始值，初始值必须是自洽的，即满足f（t，y0
 ，yp0
 ）=0。

[T，Y] = ode15i（odefun，tspan，y0
 ，yp0
 ，options）：用options结构体设定解法器参数，options结构体可以由函数odeset设置。

[T，Y，TE，YE，IE] = ode15i（odefun，tspan，y0
 ，yp0
 ，options…）：返回当发现[t，y]的函数出现零点事件时TE、YE、IE的值，其中，TE表示发生的时间点，YE表示在该时间点的值，IE表示返回的y列矢量中的索引值i。

sol = ode15i（odefun，[t0
 tfinal]，y0
 ，yp0
 ，…）：[t0
 tfinal]为t0
 到tfinal的时间范围，返回值为一个结构体，一般包含以下两个属性。

（1）sol．x：为选择计算的时间点。

（2）sol．y：为时间点x上的解y（x）。


【例8-6】
 　利用ode15i求解下面隐式微分方程组的解

[image: ]


把这个微分方程转化为下面的形式：

[image: ]


此时上面的方程是一个隐式微分方程形式，分量x1
 用1-x2
 来代替。映射关系为：x2
 →y1
 与x3
 →y2
 ，即可建立对应的方程为：

[image: ]


首先，建立隐式微分方程的M文件，代码如下。


    function d=ysfun(t,y,yp)
    d=[-yp(1)*0.41+cos(y(1)^2)*sin(0.2*yp(2))
        -yp(2)*cos(t)+y(2)*cos(y(2))+cos(5*t)-1];


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    tspan=[0 12];                  %变量求解区间
    y0=[0.6;0.2];                  %初始值定义
    yp0=[0;0];
    options=odeset('RelTol',1e-6);
    [t,y]=ode15i('ysfun',tspan,y0,yp0,options);
    plot(t,y(:,1),'r-');        %函数x2(t)的曲线
    hold on;
    plot(t,y(:,2),'r:');        %函数x3(t)的导数曲线
    set(gca,'Fontsize',10);
    xlabel('＼itt','Fontsize',14);
    legend('函数x2(t)的曲线','函数x3(t)的导数曲线');


运行程序，效果如图8-3所示。

[image: ]
图8-3　隐式微分代数方程结果效果图




 8.3　线性多步法

假设y和y′=f（x，y）在点xm
 =a+mh，m=1，2，…的值是已知的，记ym
 =y（xm
 ），fm
 =f（xm
 ，ym
 ）=y′（xm
 ，ym
 ），m=1，2，…，则解微分方程的一般线性多步法为

[image: ]


上述方法又称为线性k步方法。


 8.3.1　Adams外插法

Adams外插值公式的一般形式为

[image: ]


式中，系数aj
 定义为

[image: ]


并且系数aj
 满足如下的递推关系式：

[image: ]


又由于差分和函数值之间存在下列关系：

[image: ]


所以，外插法公式也可以表示成函数值和的形式，即

[image: ]


其中，

[image: ]


利用系数aj
 的递推关系式，可计算出bk，i
 。

在MATLAB中，没有提供专门的函数实现Adams外插法，可通过自定义编写wadams.m函数实现Adams外插法。


    function [x,y] = wadams(func,y0,h,a,b)
    n = floor((b - a) / h);
    x = zeros(n+1,1);
    y = zeros(size(y0,1),n+1);
    x(1) = a;
    y(:,1) = y0;
    for i = 1:n
        x(i+1) = x(i) + h;
        if i == 1
            y1 = y(:,i) + h * func(x(i),y(:,i));
            y(:,i+1) = y(:,i) + h * (func(x(i),y(:,i))+func(x(i+1),y1)) / 2;
            k1 = func(x(i),y(:,i));
            k2 = func(x(i+1),y(:,i+1));
        else
            y(:,i+1) = y(:,i) + h * (3 * k2 -k1) / 2;
            k1 = k2;
            k2 = func(x(i+1),y(:,i+1));
        end
    end



【例8-7】
 　试用二阶Adams外插法（k=1）计算微分方程初值问题

[image: ]


的数值解，并与精确解做比较（h=0.2）。

解析：经过简单的计算可知上述初值问题的精确解为

[image: ]


根据需要，建立程序文件，代码如下。


    function z = rhs_4(x,y)
    z = y - x^2;


根据需要，建立程序文件，代码如下。


    function y = exact_4(x)
    y(:,1) = x(:,1).^2 + 2 * x(:,1) + 2 - exp(x(:,1));


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    y0 = 1;
    h = 0.2;
    a = 0;
    b = 1;
    [x y] = wadams(@rhs_4,y0,h,a,b);
    plot(x,y','b:',x,exact_4(x),'r');
    title('adams函数近似解');
    legend('近似解','精确解');
    x,y'
    err = abs(exact_4(x)-y')


运行程序，输出如下，如图8-4所示。


    x =
            0
        0.2000
        0.4000
        0.6000
        0.8000
        1.0000
    ans =
        1.0000
        1.2160
        1.4688
        1.7438
        2.0281
        2.3062
    err =
            0
        0.0026
        0.0006
        0.0060
        0.0137
        0.0244


[image: ]
图8-4　adams近似解与精确解效果图




 8.3.2　Adams内插法

Adams内插法公式的一般形式为

[image: ]


式中，系数[image: ]
 定义为

[image: ]


并且系数[image: ]
 满足如下的递推关系式：

[image: ]


又由于差分和函数值之间存在如下关系：

[image: ]


所以，内插法公式也可以表示成函数值和的形式，即

[image: ]


其中，

[image: ]


利用系数[image: ]
 的递推关系式，可算出[image: ]
 。

在MATLAB中没有提供专门的函数实现Adams内插法，自定义编写nadams.m函数实现Adams内插法。函数的源代码如下。


    function [x,y] = nadams(func,y0,h,a,b)
    n = floor((b - a) / h);
    x = zeros(n+1,1);
    y = zeros(size(y0,1),n+1);
    x(1) = a;
    y(:,1) = y0;
    for i = 1:n
        x(i+1) = x(i) + h;
        if i == 1
            y1 = y(:,i) + h * func(x(i),y(:,i));
            y(:,i+1) = y(:,i) + h * (func(x(i),y(:,i))+func(x(i+1),y1)) / 2;
            k1 = func(x(i),y(:,i));
            k2 = func(x(i+1),y(:,i+1));
            y1 = y(:,i+1) + h * func(x(i+1),y(:,i+1));
            y(:,i+2) = y(:,i+1) + h * (func(x(i+1),y(:,i+1))+func(x(i+1)+h,y1)) / 2;
            k3 = func(x(i+2),y(:,i+2));
        else
            y1 = y(:,i) + h * (5 * k3 + 8 * k2 -k1) / 12;
            y(:,i+1) = y(:,i) + h * (5 * func(x(i+1),y1) + 8 * k2 - k1) / 12;
            k1 = k2;
            k2 = k3;
            k3 = func(x(i+1),y(:,i+1));
        end
    end



【例8-8】
 　试用二阶Adams内插法（k=2）计算实例8-7中的初值问题的解，并与精确解做比较。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    y0 = 1;
    h = 0.1;
    a = 0;
    b = 1;
    [x y] = nadams(@rhs_4,y0,h,a,b);
    plot(x,y','b:',x,exact_4(x),'r');
    title('adams函数近似解');
    legend('近似解','精确解');
    x,y'
    err = abs(exact_4(x)-y')


运行程序，输出如下，效果如图8-5所示。


    x =
            0
        0.1000
        0.2000
        0.3000
        0.4000
        0.5000
        0.6000
        0.7000
        0.8000
        0.9000
        1.0000
    ans =
        1.0000
        1.1045
        1.2183
        1.3424
        1.4651
        1.5948
        1.7283
        1.8643
        2.0011
        2.1366
        2.2689
    err =
            0
        0.0003
        0.0003
        0.0023
        0.0030
        0.0065
        0.0096
        0.0119
        0.0134
        0.0138
        0.0128


[image: ]
图8-5　Adama内插法精确解与近似解效果图




 8.4　延迟微分方程

许多动力系统随时间的演化不仅依赖于系统当前的状态，且依赖于系统过去某一时刻或若干个时刻的状态，这样的系统称为延迟动力系统。许多动力学控制系统需要用延迟动力系统来描述。此外，延迟动力系统还是描述金属切削过程颤振、生物系统演化等问题的数学模型。延迟非线性动力系统有着比用常微分方程所描述的动力系统更加丰富的动力学行为，如一阶的自治延迟非线性系统就可能出现混沌运动。

延迟微分方程的一般形式为

[image: ]


其中，τi
 ≥0为状态变量x（t）的延迟常数。

在MATLAB中提供了dde23函数来直接求解延迟微分方程，其调用格式如下。

sol = dde23（ddefun，lags，history，tspan）：其中ddefun为代表延迟微分方程的函数，ddefun的格式为dydt=ddefun（t，y，z），t为当前时间值，y为列向量，z（：，j）代表y（t，τk
 ），而τk
 值在第二个输入变量lags（k）中存储。history为y在时间t0
 之前的值，可以有三种方式来指定history。第一种是用函数y（t）来指定y在时间t0
 之前的值；第二种是用一个常数向量来指定y在时间t0
 之前的值，这时y在时间t0
 之前的值被认为是常量；第三种是以前一时刻的方程解sol来指定时间t0
 之前的值。tspan为两个元素的向量[t0
 ，tf
 ]，这时函数返回t0
 ～tf
 时间范围内的延迟微分方程组的解。

sol = dde23（ddefun，lags，history，tspan，options）：options结构体用于设置解法器的参数，options结构体可以由ddeset函数来获取。

函数dde23的返回值为一个结构体，其具有7个属性，其中重要的5个属性如下。

（1）sol.x：dde23选择计算的时间点。

（2）sol.y：时间点x上的解y（x）。

（3）sol.yp：时间点x上的解的一阶导数y′（x）。

（4）sol.history：方程的初始解。

（5）sol.solver：解法器的名字“dde23”。

其他的两个属性分别为sol.stat及sol.discount。

如果需要在[t0
 ，tf
 ]之间得到int时刻的解，可以使用deval函数，其调用格式如下。

yint=deval（sol，tint）：yint为在tint时刻的解。


【例8-9】
 　求如下延迟微分方程，

[image: ]


已知，在t≤0时，有

[image: ]


试求该方程在[0，2]的数值解，本延迟微分方程的延迟常数为τ1
 =1，τ2
 =0.5。

根据需要建立延迟微分方程的M文件，代码如下。


    function dy=delayfun(t,y,z);
    ylag1=z(:,1);
    ylag2=z(:,2);
    dy1=ylag1(5)+ylag1(3);
    dy2=ylag1(1)+ylag2(2);
    dy3=ylag1(3)+ylag1(1);
    dy4=ylag1(5)*ylag1(4);
    dy5=ylag1(1);
    dy=[dy1;dy2;dy3;dy4;dy5];


建立历史数据的M文件，代码如下。


    function s=delayfunA(t)
    s=[exp(t);exp(t+0.5);sin(t+1);exp(t);exp(t)];


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    delta=[1,0.5];
    t=[0,2];
    sol=dde23(@delayfun,delta,@delayfunA,t)
    plot(sol.x,sol.y);
    legend('y1曲线','y2曲线','y3曲线','y4曲线','y5曲线');
    xlabel('x');
    ylabel('y');


运行程序，输出如下，效果如图8-6所示。


    sol =
        solver: 'dde23'
        history: @delayfunA
        discont: [0 0.5000 1 1.5000 2]
    x: [0 0.0964 0.2964 0.3982 0.5000 0.7000 0.8500 1 1.2000 1.3500 1.5000 1.7000 1.8500 2]
              y: [5x14 double]
          stats: [1x1 struct]
            yp: [5x14 double]


[image: ]
图8-6　延迟微分方程的时间状态效果图




 8.5　高阶微分方程

以上介绍的数值方法所解决的对象是一阶常微分方程（组），如果待求解的问题是由一个或多个高阶常微分方程给出，想要得到该方程的数值解，首先应该将该高阶方程转换成一阶常微分方程组。

可尝试用一个简单例子来说明该方法，如有以下微分方程：

[image: ]


并且已知输出变量y（t）的各阶导数初始值y（0）=2，[image: ]
 ，解决该类问题，可以选择一组状态变量[image: ]
 ，这样，原高阶微分方程变成一阶方程组形式，即：

[image: ]


且初值x1
 （0）=y（0），[image: ]
 ，这样一来，原高阶方程通过引入状态变量变换为可直接求解的一阶微分方程组。


【例8-10】
 　已知y（0）=-0.3，[image: ]
 ，试用数值方法求出Van der Pol方程[image: ]
 的解。

该方程没有解析解，所以不能用解析解方法求解该方程，只好利用数值解法。把Van der Pol方程降阶为一阶显式微分方程组得：

[image: ]


μ是一个可变参数，假如对每一个要研究的μ都编写一个函数则显得不方便，所以应该采用附加参数的概念将μ的值传给该函数，其编写的M文件如下。


    function y=vdpfun(t,x,flag,mu)
    y=[x(2);-mu*(x(1)^2-1)*x(2)-x(1)];


调用ode45函数实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    x0=[-0.3;-0.6];
    t=20;mu=1;
    [t1,y1]=ode45('vdpfun',[0,t],x0,[],mu);
    mu=3;
    [t2,y2]=ode45('vdpfun',[0,t],x0,[],mu);
    plot(t1,y1,t2,y2,'r:');  %在mu为1和3情况下，绘制响应曲线，效果如图8-7所示
    %在mu为1和3情况下，绘制相平面曲线，效果如图8-8所示
    figure; plot(y1(:,1),y1(:,2),y2(:,1),y2(:,2),'r:');


[image: ]
图8-7　不同mu下的时间响应曲线



[image: ]
图8-8　相平面曲线效果图



在ode45调用函数中的附加变量个数应该和M文件中的附加参数个数完全对应，否则将会显示出错信息。

改变μ的值，令μ＝999，并设仿真终止时间为2999，则可以采用如下代码求解相应的Van der Pol方程。


    >> ??? Error using ==> vertcat
        Out of memory. Type HELP MEMORY for your options.
        Error in ==> D:＼My Documents＼MATLAB＼toolbox＼MATLAB＼funfun＼ode45.m
        On line 392 ==>        yout=[yout; zeros(chunk,neq)];


以上结果的出错原因是由于变步长所采用的步长过小，而要求的仿真终止时间较大，导致输出的y矩阵过大，超出了计算机存储空间的容限。即这个问题不适用调用ode45来求解。


 8.6　阻尼振动方程

振动是工程技术中常见的一种运动形式。振动理论也是处理很多应用问题的基础，如机床主轴振动、电磁振荡等。由大学物理知识或常微分方程理论知道无阻尼振动是简谐振动，而阻尼振动相对复杂一些。

阻尼振动方程为

[image: ]


记[image: ]
 ，则方程可以改写为

[image: ]


特征方程为

[image: ]


特征根为

[image: ]


根据特征根的值可把运动形式分为三类，分别是小阻尼运动、临界阻尼运动和大阻尼运动，可把方程的解统一写为

[image: ]


无阻尼运动为简谐振动，它是周期运动，而有阻尼运动振幅会不断减小，这也与日常生活经验符合。


【例8-11】
 　通过选择不同的参数，分析小阻尼运动、临界阻尼运动与大阻尼运动的振幅衰减情况，并用图形显示出来。


    >> %二阶系统的振动
    %时间从0到5
    %初值
    z=0.1;
    wn=10;
    wd=wn*sqrt(1-z^2);
    x0=10;
    t=0:0.01:5;
    %计算出振幅位移及其衰减
    x=x0*exp(-z*wn*t).*(z/sqrt(1-z^2)*sin(wd*t)+cos(wd*t));
    adecay=x0*exp(-z*wn*t);
    hold on;
    plot(t,x);
    plot(t,adecay,'r-.');
    grid on;
    hold off;
    box on;
    %标题
    title('欠阻尼二阶系统');
    xlabel('时间/s')
    ylabel('振幅/cm');
    legend('系统响应','振幅衰减');
    %初值
    x0=10;
    z=[0.1;0.99;3];
    wn=10;
    wd=wn*sqrt(1-z.^2);
    t=0:0.01:5;
    A=z./sqrt(1-z.^2);
    %计算出各衰减系数模型对应下的振幅位移
    for k=1:length(z)
        x(k,:)=x0*exp(-z(k)*wn*t).*(A(k)*sin(wd(k)*t)+cos(wd(k)*t));
    end
    figure;
    plot(t,x);
    grid on;
    %标题
    title('与不同阻尼系数比较二阶系统');
    xlabel('时间/s')
    ylabel('振幅/cm');
    legend('zeta=0.1','zeta=0.99','zeta=3');


运行程序，效果如图8-9和图8-10所示。

[image: ]
图8-9　二阶系统的小阻尼运动



[image: ]
图8-10　不同阻尼系数的运动情况比较



从图8-9可以看出，振幅是在不断减小。习惯上仍然称从最大偏离到下一个最大偏离时间为一个周期。当时间趋向无穷时，振动停止。这是一种理想状况。实际上，经过有限时间，振幅减小到小于某个正数，就可以认为振动已经停止。

图8-10中，刻画了小阻尼、临界阻尼和大阻尼运动情况。其中临界阻尼即处于振幅与不振动状态的阻尼分界情况。此时运动已经不具有振动性。

线性振动理论是常微分方程比较成功的理论之一，可以直接给出分析解。对于一般的非线性振动问题，则比较复杂，对于一些特殊的非线性振动，除了数值方法外还可以采用特殊的近似方法，如小参数振动的摄动法。处理非线性振动问题，已经发展了许多定性分析法，而且定性法在数学和力学领域一直是非常活跃的。


 8.7　边值问题打靶法

线性微分方程的边值问题求解的数值算法的微分方程如下：

[image: ]


其中，p（x），q（x），f（x）均为给定函数，即上式可以进一步简化为：

[image: ]


打靶算法的基本步骤如下。

（1）求出下面方程初值问题的数值解y1
 （b）：

[image: ]


（2）求出下面方程初值问题的数值解y2
 （b）：

[image: ]


（3）求出下面方程初值问题的数值解yp
 （b）：

[image: ]


（4）若y2
 （b）≠0，则计算

[image: ]


（5）计算下面初始值问题的数值解，则y（x）即为原边值问题的数值解。

[image: ]


求解前面问题的数值解应该首先得出一阶微分方程组模型，即取变量x1
 =y，[image: ]
 ，则可以得出

[image: ]


针对以上的算法，自定义编写的MATLAB函数shoot.m代码如下。


    function [t,y] = shoot(f1,f2,tspan,x0f,varargin)
    %线性打靶法求解程序
    % t为变量离散数据
    %输出y为函数分量的离散数据
    % f1为齐次微分方程的函数
    % f2为原微分方程对应的函数
    % tspan为求解区间
    % x0f为边值条件
    % varargin为对应于微分方程其他输入参数
    t0=tspan(1); tfinal=tspan(2);
    ga=x0f(1); gb=x0f(2);
    [t,y1] = ode45(f2,tspan,[1,0],varargin);               %计算函数y1(t)
    [t,y2] = ode45(f2,tspan,[0,1],varargin); %计算函数y2(t)
    [t,y3] = ode45(f1,tspan,[0,0],varargin); %计算函数y3(t)
    m = [x0f(2)-x0f(1)*y1(end,1)-y3(end,1)]/y2(end,1); %求参数m
    [t,y] = ode45(f1,tspan,[x0f(1),m],varargin); %求出原微分方程的解


用户需要定义两个辅助函数f1
 ，f2
 来描述原模型。其中，f1
 描述为

[image: ]


f2
 描述原来方程的齐次部分为

[image: ]



【例8-12】
 　试求线性微分方程[image: ]
 ，y（0）=1.5，y（1）=2.5在[0，2]段方程的数值解。

根据给出的方程编写M文件如下。


    function xdot=lz_fun_ A(t,x)
    xdot=[x(2);-2*x(1)+3*x(2)];
    
    function xdot=lz_fun_B(t,x)
    xdot=[x(2);t-2*x(1)+3*x(2)];


调用自定义编写的shoot函数求解边值问题，其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    tspan=[0,2]; x0f=[1.5,2.5];
    [t,y]=shoot('lz_ fun_A','lz_ fun_B',tspan,x0f);
    plot(t,y);      %绘制原方程边值问题的解效果图
    legend('x1(t)','x2(t)');
    xlabel('x'); ylabel('y');


运行程序，效果如图8-11所示。

[image: ]
图8-11　线性两点边值问题解的效果图



对以上这样简单的问题还可以由微分方程理论得出原方程的解析解为

[image: ]


求其结果的精度由以下MATLAB代码实现。


    >> y0=((exp(2)-3)*exp(t)+(3-exp(1))*exp(2*t))/(4*exp(1)*(exp(1)-1))+3/4+t/2;
    E1=norm(y(:,1)-y0)      %检验整个解函数
    E2=norm(y(end,1)-2)  %检验终点条件


运行程序，输出如下。


    E1 =
      43.5691
    E2 =
      18.8003


由检验结果可见，这样求出的解精度是比较低的。


 8.8　偏微分方程

众所周知，解偏微分方程不是一件轻松的事情，但是偏微分方程在自然科学和工程领域应用很广，因此，研究解偏微分方程的方法，以及开发解偏微分方程的工具，是数学和计算机领域中的一项重要工作。

一般地，常用的偏微分方程数值解法主要包括有限差分法、有限元法和有限体积法。


 8.8.1　有限差分法

有限差分法和有限元法是求解偏微分方程的两种主要数值法，由于数字电子计算机只能存储有限个数据和做有限次运算，所以，任何一种适用于计算机解题的方法，都必须把连续问题离散化。用差分法和有限元法将连续问题离散化的步骤是，首先，对求解区域做网格剖分，用有限个网格节点代替连续区域；其次，将微分算子离散化，从而把微分方程的定解问题化为线性代数方程组的求解问题。

1．网格剖分

对于二维初值问题或边值问题而言，网格剖分可以采用相互平行的两组直线形成的网格覆盖给定的区域，它们之间的交点称为网格节点，如用初值问题：

[image: ]


其中，α（x，t）>0，a（x，t）>0，c（x，t）≥0，它的网格可取为

[image: ]


其中，h和τ分别是x和t方向的网格步长，[*]表示取整，Z为整数集合。通常称在t=0上的节点为边界节点，称属于Ω内的网格节点为内部网格节点。

网格剖分通常又称为数值网格生成，它在微分方程的数值求解中是非常重要的，尤其是在不规则区域上数值求解二维或三维偏微分方程的定解问题，网格剖分的质量将直接影响数值解的精度，有限差分法就是在网格节点上计算微分方程近似解的一种方法。

2．数值微分

数值微分是用网格节点上的函数值近似微分方程中的偏导数，假设u=u（x，t）关于其自变量是充分可微的，则有Taylor级数为

[image: ]


如果h是充分小的数，那么u在（xj
 ，tn
 ）处对x的一阶偏导数可以用以下三种表达式之一来近似：

[image: ]


此处近似等号的右边分别是函数u在（xj
 ，tn
 ）点处关于x的向前差商、向后差商和中心差商，而[image: ]
 分别表示向前差分算子，向后差分算子，中心差分算子和平均算子，其中中心差分算子和平均差分算子定义为[image: ]
 [image: ]
 和[image: ]
 。

同理也可以建立其他高阶导数的差分表达式，形式为：

[image: ]


3．差分定解

构造差分方法的第三步是给出离散的差分定解问题，离散的定解问题一般说来是线性或者非线性代数方程组的求解问题，它们可以采用解代数方程组的直接方法或间接方法给出差分定解问题的精确解或近似解。


【例8-13】
 　用差分法求边值问题[image: ]
 ，取步长h=0.1的计算解，并与精确解做比较。

解析：首先容易求得精确解为

[image: ]


然后建立相应的线性方程组为

[image: ]


并注意到xi
 =ih，i=0，1，2，…，10，y0
 =0，y1
 =1，求解线性方程组解得计算解。

根据需要，建立M函数文件如下。


    function y = exact (x)
    y(:,1) = 2 * (exp(x(:,1)) - exp(-x(:,1)))/(exp(1) - exp(-1)) - x(:,1);


实现的程序代码如下。


    >> clear all;
    h=0.1;
    a0=0;
    a1=1;
    n=floor((a1-a0)/h);
    A=-(2+h^2)*eye(n-1)+diag(ones(n-2,1),1)+diag(ones(n-2,1),-1);
    x=(h:h:a1-h)';
    b=h*h*x;
    b(n-1)=b(n-1)-1;
    y=A＼b
    err=abs(y-exact(x))


运行程序，输出如下。


    y =
        0.0705
        0.1427
        0.2183
        0.2991
        0.3869
        0.4836
        0.5911
        0.7115
        0.8470
    err =
        1.0e-04 *
        0.2197
        0.4274
        0.6108
        0.7571
        0.8527
        0.8829
        0.8316
        0.6811
        0.4113



【例8-14】
 　对初始化的有限元网格进行三次加密。


    >> clear all;
    [p,e,t]=initmesh('lshapeg','hmax',inf);  %初始化有限元网格
    subplot(2,2,1), pdemesh(p,e,t);
    title('显示有限元网格');
    [p,e,t]=refinemesh('lshapeg',p,e,t);
    subplot(2,2,2), pdemesh(p,e,t);
    title('第一次加密有限元网格');
    [p,e,t]=refinemesh('lshapeg',p,e,t);
    subplot(2,2,3), pdemesh(p,e,t);
    title('第二次加密有限元网格');
    [p,e,t]=refinemesh('lshapeg',p,e,t);
    subplot(2,2,4), pdemesh(p,e,t)
    title('第三次加密有限元网格');


运行程序，效果如图8-12所示。

[image: ]
图8-12　网格加密




 8.8.2　边界条件

边界条件的描述为

[image: ]


其中符号[image: ]
 表示N×1矩阵，其第i行元素为

[image: ]


n=（cosα，sinα）为外法线方向。有M个Dirichlet条件，且矩阵h为M×N的（M≥0）。广义的Neumann条件包含一个要计算的Lagrange乘子μ。如果M=0，即为Neumann条件；如果M=N，即为Dirichlet条件；如果M<N，即为混合边界条件。

Dirichlet条件描述为

[image: ]


Neumann条件描述为

[image: ]


混合条件描述为

[image: ]


在MATLAB中提供了pdebound函数实现边界条件设置，其调用格式如下。

[q，g，h，r]=pdebound（p，e，u，time）

其中，该边界条件的M文件在边界e上算出q、g、h、r的值，其中p、e为网格数据，且仅需要e为网格边界的子集；输入变量u和time分别用于非线性求解器和时间步长算法；输出变量q、g必须包含每个边界中点的值，即size（q）=[N^2，ne]（N为方程组的维数，ne是e中的边界数，size（h）=[N，ne]）；对于Dirichlet条件，相应的值一定为零；h和r必须包含在每条边上的第一个点的值，接着是在每条边上第二个点的值，即size（h）=[N^2，2ne]（N为方程组的维数，ne为e中边界数，size（r）=[N，2ne]），当M<N时，h和r一定有N-M行元素为零。


 8.8.3　椭圆方程

椭圆形偏微分方程的一般表示形式为

[image: ]


其中，如果[image: ]
 为u的梯度，则其定义为

[image: ]


散度div（v）的定义为

[image: ]


则[image: ]
 可以更明确地表示成

[image: ]


如果c为常数，则该项可以进一步简化为

[image: ]


其中，Δ又称为Laplace算子。椭圆形偏微分方程可以更简单地写为

[image: ]


在MATLAB中提供了adaptmesh（自适应网格法）函数与assempde函数进行对椭圆形方程求解。

1．adaptmesh函数

在MATLAB中，提供了adaptmesh函数用于生成自适应网格及偏微分方程的解。函数的调用格式如下。

[u，p，e，t]=adaptmesh（g，b，c，a，f）：求解椭圆偏微分方程，其中g为几何区域，b为边界条件，输出变量u为解向量，p、e、t为网格数据。

[u，p，e，t]=adaptmesh（g，b，c，a，f，'PropertyName'，PropertyValue）：PropertyName为属性名，PropertyValue为相应的属性值，其属性如表8-1所示。

表8-1　adaptmesh属性



	属性名
	属性值
	默认值
	说明



	Maxt
	正整数
	Inf
	生成新三角的最大个数



	Ngen
	正整数
	10
	生成三角形网格的最大次数



	Mesh
	p1，e1，t1
	initmesh
	初始网格



	Tripick
	MATLAB函数
	pdeadworst
	三角形选择方法



	Par
	数值
	0.5
	函数的参数



	Rmethod
	longest｜regular
	longest
	三角形网格的加密方法



	Nonlin
	on｜off
	off
	使用非线性求解器



	Toln
	数值
	1e-4
	非线性允许误差



	Init
	u0
	0
	非线性初始值



	Jac
	Fixed｜lumped｜full
	fixed
	非线性Jacobian矩阵的计算



	Norm0
	Numeric｜inf｜energy
	inf
	非线性残范数




2．assempde函数

在MATLAB中，提供了assempde函数用于求解椭圆形偏微分方程。函数的调用格式如下。

u=assempde（b，p，e，t，c，a，f）：根据从线性方程组中消去Dirchlet边界条件（约束）的边界点来组装和求解椭圆偏微分方程组。

u=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ）：u0
 为初始条件，用于非线性解。

u=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ，time）：u0
 为初始条件，用于非线性解，time用于时间步长算法。

u=assempde（b，p，e，t，c，a，f，time）：time用于时间步长算法。

[K，F]=assempde（b，p，e，t，c，a，f）：用刚度弹性逼近Dirichlet边界条件来组装偏微分方程，K、F分别是刚度矩阵和方程右边的函数矩阵，它的有限元法解为u=K＼F。

[K，F]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ）：u0
 为初始条件，用于非线性解。

[K，F]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ，time）：u0
 为初始条件，用于非线性解，time用于时间步长算法。

[K，F]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ，time，sdl）：sdl为子区域标识选项表，其作用是依表中所标识的子区域来限制组装过程。

[K，F]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，time）：time用于时间步长算法。

[K，F]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，time，sdl）：time用于时间步长算法，sdl为子区域标识选项表，其作用是依表中所标识的子区域来限制组装过程。

[K，F，B，ud]=assempde（b，p，e，t，c，a，f）：从线性方程组中删去Dirichlet边界条件的边界点来组装偏微分方程问题，在非Dirichlet条件点上的解为：u1
 =K＼F，而完整的解为u=B*u1
 +ud。

[K，F，B，ud]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ）：u0
 为初始条件，用于非线性解。

[K，F，B，ud]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ，time）：u0
 为初始条件，用于非线性解，time用于时间步长算法。

[K，F，B，ud]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，time）：time用于时间步长算法。

[K，M，F，Q，G，H，R]=assempde（b，p，e，t，c，a，f）：给出一个偏微分方程问题的分解表达式。

[K，M，F，Q，G，H，R]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ）：u0
 为初始条件，用于非线性解。

[K，M，F，Q，G，H，R]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ，time）：u0
 为初始条件，用于非线性解，time用于时间步长算法。

[K，M，F，Q，G，H，R]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，u0
 ，time，sdl）：u0
 为初始条件，用于非线性解，time用于时间步长算法，sdl为子区域标识选项表，其作用是依表中所标识的子区域来限制组装过程。

[K，M，F，Q，G，H，R]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，time）：time用于时间步长算法。

[K，M，F，Q，G，H，R]=assempde（b，p，e，t，c，a，f，time，sdl）：time用于时间步长算法，sdl为子区域标识选项表，其作用是依表中所标识的子区域来限制组装过程。

u=assempde（K，M，F，Q，G，H，R）：将分解表达式分解成单个的矩阵或向量的形式，然后从方程组中删去Dirichlet边界条件的边界点，再解偏微分方程问题。

[K1
 ，F1
 ]=assempde（K，M，F，Q，G，H，R）：根据带有弹性系数的固定Dirichlet边界条件来分解表达式成单个的矩阵或向量。

[K1
 ，F1
 ，B，ud]=assempde（K，M，F，Q，G，H，R）：从线性方程组中删去Dirichlet边界条件的边界点来分解表达式成单个的矩阵或向量形式。


【例8-15】
 　分别利用adaptmesh与assempde函数求解扇形区域上的Laplace方程，其在弧上满足Dirichlet条件u=cos（2/3×atan2（y，x）），在直线上满足u=0，并与精确解进行比较。利用adaptmesh函数求解扇形区域上的Laplace方程，代码如下。


    >>clear all;
    %区域函数cirsg与边界条件cirsb是MATLAB的偏微分方程工具箱自带的函数
    [u,p,e,t]=adaptmesh('cirsg','cirsb',1,0,0,'maxt',500,…
                          'tripick','pdeadworst','ngen',inf);
    x=p(1,:); y=p(2,:);
    exact=((x.^2+y.^2).^(1/3).*cos(2/3*atan2(y,x)))';  %精确解
    max(abs(u-exact))        %求最大误差
    pdemesh(p,e,t)        %绘制网格效果图


运行程序，输出如下，效果如图8-13所示。

[image: ]
图8-13　扇形Laplace方程pdemesh求解网格图




    Number of triangles: 197
    Number of triangles: 201
    Number of triangles: 216
    Number of triangles: 233
    Number of triangles: 254
    Number of triangles: 265
    Number of triangles: 313
    Number of triangles: 344
    Number of triangles: 417
    Number of triangles: 475
    Number of triangles: 629
    Maximum number of triangles obtained.
    ans =
        0.0028


利用assempde函数求解扇形区域上的Laplace方程，代码如下。


    >> clear all;
    [p,e,t]=initmesh('cirsg');                            %初始化网格
    [p,e,t]=refinemesh('cirsg',p,e,t);    %第一次加密
    u=assempde('cirsb',p,e,t,1,0,0);      %求解
    x=p(1,:); y=p(2,:);
    exact=((x.^2+y.^2).^(1/3).*cos(2/3*atan2(y,x)))';  %精确解
    e1=max(abs(u-exact))                    %第一次加密的误差
    [p,e,t]=refinemesh('cirsg',p,e,t);    %第二次加密
    u=assempde('cirsb',p,e,t,1,0,0);        %求解
    x=p(1,:); y=p(2,:);
    exact=((x.^2+y.^2).^(1/3).*cos(2/3*atan2(y,x)))';  %精确解
    e2=max(abs(u-exact))                %第二次加密的误差
    pdemesh(p,e,t)                      %绘制网格图


运行程序，输出如下，效果如图8-14所示。


    e1 =
        0.0121
    e2 =
        0.0078


[image: ]
图8-14　扇形Laplace方程assempde求解网格图




 8.8.4　抛物线方程

抛物型偏微分方程的一般形式为

[image: ]


根据上面的叙述，如果c为常数，则该方程可以更简单地表达为

[image: ]


在MATLAB中提供了parabolic函数用于求解抛物线型偏微分方程。其调用格式如下。

u1
 =parabolic（u0
 ，tlist，b，p，e，t，c，a，f，d）：用有限元法求解在区域Ω上，具有网格数据p、e、t，并带有边界条件b和初始值u0
 的抛物型偏微分方程（组）。其中，tlist为时间列表，u1
 中每一列都是tlist中所对应的解。b为边界条件，可以依赖于时间t，p、e、t为网数据，c、a、f、d为方程的系数。

u1
 =parabolic（u0
 ，tlist，b，p，e，t，c，a，f，d，rtol）：rtol为通过了偏微分方程求解器的相对误差。

u1
 =parabolic（u0
 ，tlist，b，p，e，t，c，a，f，d，rtol，atol）：atol为通过了偏微分方程求解器的绝对误差。

u1
 =parabolic（u0
 ，tlist，K，F，B，ud，M）：求带有初始条件u0
 的常微分方程的解[image: ]
 。

u1
 =parabolic（u0
 ，tlist，K，F，B，ud，M，rtol）：rtol为通过了偏微分方程求解器的相对误差。

u1=parabolic（u0
 ，tlist，K，F，B，ud，M，rtol，atol）：atol为通过了偏微分方程求解器的绝对误差。


【例8-16】
 　在几何区域-1≤x，y≤1，当x2
 +y2
 <0.42
 时，u（0）=1，其他区域上u（0）=0，且满足Dirichlet边界条件u=0，求在时刻0，0.005，0.01，…，0.1处热传导方程[image: ]
 的解。


    >> clear all;
    [p,e,t]=initmesh('squareg');
    [p,e,t]=refinemesh('squareg',p,e,t);
    u0=zeros(size(p,2),1);
    ix=find(sqrt(p(1,:).^2+p(2,:).^2)<0.4);
    u0(ix)=ones(size(ix));
    tlist=linspace(0,0.1,20);
    uu=parabolic(u0,tlist,'squareb1',p,e,t,1,0,0,1);
    pdesurf(p,t,uu);


运行程序，输出如下，效果如图8-15所示。


    107 successful steps
    0 failed attempts
    216 function evaluations
    1 partial derivatives
    21 LU decompositions
    215 solutions of linear systems


[image: ]
图8-15　解抛物线型偏微分方程曲面图




 8.8.5　双曲线方程

对于双曲线型偏微分方程组的模型如下：

[image: ]


其中，u=u（x，y），（x，y）∈Ω，Ω是平面上的有界区域，c、a、f、d是标量复函数形式的系数。

u1
 =hyperbolic（u0
 ，ut0
 ，tlist，b，p，e，t，c，a，f，d）：求解满足初始值u0
 和初始导数ut0
 ，边界条件为b的双曲型偏微分方程（组），解矩阵u1
 中的每一行对应于p的列所给出的坐标处的解，u1
 中的每一列对应着tlist中的时刻的解。p、e、t为网格数，e、a、f、d为方程的系数。

u1
 =hyperbolic（u0
 ，ut0
 ，tlist，b，p，e，t，c，a，f，d，rtol）：rtol为相对误差。

u1
 =hyperbolic（u0
 ，ut0
 ，tlist，b，p，e，t，c，a，f，d，rtol，atol）：atol为绝对误差。

u1
 =hyperbolic（u0
 ，ut0
 ，tlist，K，F，B，ud，M）：求解初始值为u0
 和ut0
 的常微分方程问题[image: ]
 。

u1
 =hyperbolic（u0
 ，ut0
 ，tlist，K，F，B，ud，M，rtol）：rtol为相对误差。

u1
 =hyperbolic（u0
 ，ut0
 ，tlist，K，F，B，ud，M，rtol，atol）：atol为绝对误差。


【例8-17】
 　已知形传递函数如下：

[image: ]


其中，c=1；a=0；f=0；d=1，试对该双曲线偏微分方程进行求解。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    c=1;a=0;f=0;d=1;  %输入方程的初始系数
    g='squareg';  %输入方形区域G,内部已经定义好
    b='sqareb3';  %输入边界条件,即初始条件
    %对单位矩形G进行网格化： 
    [p,e,t]=initmesh('squareg');
    %定解条件和求解时间点： 
    x=p(1,:)'; y=p(2,:)';
    u0=atan(cos(pi/2*x));
    ut0=3*sin(pi*x).*exp(cos(pi*y));
    tlist=linspace(0,5,31);
    uu=hyperbolic(u0,ut0,tlist,'squareb3',p,e,t,c,a,f,d);
    pdesurf(p,t,uu);


运行程序，输出如下，效果如图8-16所示。

[image: ]
图8-16　双曲线型偏微分方程曲面图




    462 successful steps
    70 failed attempts
    1066 function evaluations
    1 partial derivatives
    156 LU decompositions
    1065 solutions of linear systems



 8.8.6　特征值方程

特征值偏微分方程的一般形式描述为

[image: ]


其中，u=u（x，y），（x，y）∈Ω，Ω为平面上的有界区域，λ为待求特征值，c、a、f、d为标量复函数形式的系数。

如果c为常数，即以上描述形式或化为

[image: ]


在MATLAB中提供了pdeeig函数用于求解特征值偏微分方程，其调用格式如下。

[v，l]=pdeeig（b，p，e，t，c，a，d，r）：用有限元法求定义在Ω上的特征值偏微分方程的解，其中b为边界条件，p、e、t为区域的网格数据，c、a、d为方程的系数，r为实轴上的一个区间端点构成的向量，输出变量l为实部在区间r上的特征值所组成的向量，v为特征向量矩阵，v的每一列都是p所对应的节点处解值的特征向量。

[v，l]=pdeeig（K，B，M，r）：产生下面稀疏矩阵特征值问题的解：Kui=λB′MBui，u=Bui，其中λ的实部在区间r中。


【例8-18】
 　求解方程[image: ]
 在L型区域上小于100的特征值及其相应的特征模态，并显示第1个特征、MATLAB函数及第18个特征的表面图。


    >> clear all;
    [p,e,t]=initmesh('lshapeg');
    [p,e,t]=refinemesh('lshapeg',p,e,t);
    [p,e,t]=refinemesh('lshapeg',p,e,t);
    [v,l]=pdeeig('lshapeb',p,e,t,1,0,1,[-Inf 100]);
    l(1)                                    %第1个特征值
    pdesurf(p,t,v(:,1));set(gcf,'color','w');
    figure
    membrane(1,20,9,9);set(gcf,'color','w');  %  MATLAB函数
    figure
    l(18)                  %第18个特征值
    pdesurf(p,t,v(:,16));set(gcf,'color','w');


运行程序，输出如下，效果如图8-17所示。


                  Basis= 10,  Time=  0.11,  New conv eig=  2
                  Basis= 13,  Time=  0.14,  New conv eig=  2
                  Basis= 16,  Time=  0.16,  New conv eig=  3
                  Basis= 19,  Time=  0.19,  New conv eig=  4
                  Basis= 22,  Time=  0.19,  New conv eig=  5
                  Basis= 25,  Time=  0.22,  New conv eig=  6
                  Basis= 28,  Time=  0.25,  New conv eig=  7
                  Basis= 31,  Time=  0.28,  New conv eig=  8
                  Basis= 34,  Time=  0.31,  New conv eig=  9
                  Basis= 37,  Time=  0.33,  New conv eig=  9
                  Basis= 40,  Time=  0.36,  New conv eig=  9
                  Basis= 43,  Time=  0.37,  New conv eig= 12
                  Basis= 46,  Time=  0.41,  New conv eig= 15
                  Basis= 49,  Time=  0.44,  New conv eig= 17
                  Basis= 52,  Time=  0.44,  New conv eig= 19
                  Basis= 55,  Time=  0.47,  New conv eig= 28
    End of sweep: Basis= 55,  Time=  0.47,  New conv eig= 28
                  Basis= 38,  Time=  0.55,  New conv eig=  0
    End of sweep: Basis= 38,  Time=  0.55,  New conv eig=  0
    ans =        %第1个特征的特征值
        9.6703
    ans =          %第18个特征的特征值
      99.8510


[image: ]
图8-17　特征值曲面图





第9章　优化设计

在生活中，人们对于同一个问题往往会提出多个解决方案，并通过各方面的论证从中提取最佳方案。最优化方法就是专门研究如何从多个方案中科学合理地提取出最优方案应用于各个领域，如土木工程、机械工程、化学工程、运输调度、生产控制、经济规划、经济管理等，取得了显著的经济效益和社会效益。

用最优化方法解决最优化问题的技术称为最优化技术，它包含以下两个方面的内容。

（1）建立数学模型：即用数学语言来描述最优化问题。模型中的数学关系式反映了最优化问题所要达到的目标和各种约束条件。

（2）数学求解：数学模型建好后，选择合理的最优化方法进行求解。


 9.1　优化概述

在现代工程设计、经济管理与市场规划等领域，广泛地涉及工程优化问题。对于工厂企业，如何在消耗总工时最小的情况下获取最大的产品数量？如何安排物流秩序，在满足最大效率的前提下，达到成本最低、运费最小？工程优化问题几乎涉及社会生活的每一个领域。对于工程优化问题，可利用最优理论与方法进行求解，帮助决策者做出最优的决策，以最小的成本、获取最大的利润。

假设某种物资有m个产地，n个销地。第i个产地的产量为i=1，2，…，m；第j个销地的需求量为bj
 ，j=1，2，…，n。考虑到实际情况，产量不小于销量，即满足[image: ]
 ，由产地i前往销地j的运输成本为pij
 ，那么如何安排运输才能既满足各地的需求，同时使花费的运输成本最小？

对于这样一个工程优化问题，给出了实际问题的背景，利用最优化理论与方法来求解实际生产问题时，都需要将实际问题进行抽象化，并且加以简化，提取问题的核心，建立数学模型，此时需要决策者确定问题的决策变量、决策目标以及各个不同的约束条件，形成最优化数学模型；虽然实际问题进行了抽象简化，但有些时候建立的模型比较复杂，不利于数学手段的求解，还需要对数学模型进行变换，使之更加简洁，并且能够被求解；最后还要分析求解结果是否符合实际情况。下面将以这样的步骤分析运输问题。

1．选取决策变量

以产地i运往销地j的货物数量xij
 为决策变量。

2．确定决策目标

运输问题要求的运输成本最小，问题的决策目标为运输的总成本[image: ]
 。

3．确定约束条件

在约束条件中，首先必须保证运输货物能够满足各地的需求，即产地运往销地j的总量为bj
 ，得到各销地需求量的等式约束：[image: ]
 。同时从第i个产地运出的货物总数不能超过其产量，得到产量不等式约束：[image: ]
 。另外，决策变量自身取值范围的约束，即：[image: ]
 。于是运输问题就可以转化为以下的数学模型的最优化问题：

[image: ]


对该数学模型进行求解，就可以得到决策变量：从产地i运往销地j的货物数量xij
 。此时一方面能够满足各地的需求，同时使总的运输成本最小。


 9.2　无约束一维极值

无约束一维极值问题可简单表述为

[image: ]


其中，x为一维变量，相应的f（x）为一维变量x的函数。

如果自变量的范围为整个实数区间，此时的优化问题则为求函数的最小值，是一个全局优化问题，本节讨论的优化问题是以下两种情况。

（1）在自变量的范围为整个实数区间的前提下求的任意一个极值；

（2）在自变量的范围为给定区间的前提下求函数的任意一个极值。

求解无约束一维极值问题常使用一维搜索法。一维搜索即沿着某一已知方向求目标函数的极小点，其方法是根据已知点通过迭代公式求得新的点，而新的点比当前点更优。


 9.2.1　无约束一维极值的方法

1．进退法

进退法是用来确定搜索区间（包括极小点的区间）的算法，其理论依据为：f（x）为单谷函数（只有一个极小值），且[a，b]为其极小点的一个搜索区间，对于任意x1
 ，x2
 ∈[a，b]，如果f（x1
 ）<f（x2
 ），则[a，x2
 ]为极小点的搜索区间，如果f（x1
 ）>f（x2
 ），则[x1
 ，b]为极小点的搜索区间。

因此，在给定初始点x0
 及初始搜索步长h的情况下，首先以初始步长向前搜索一步，计算f（x0
 ，h）。

（1）如果f（x0
 ）<f（x0
 +h），则可知搜索区间为[image: ]
 ，其中[image: ]
 待求，为确定[image: ]
 ，后退一步计算f（x0
 -λh），λ为缩小系数，且0<λ<1，直到找到合适的λ*
 ，使得f（x0
 -λ*
 h）>f（x0
 ），从而确定搜索区间[x0
 -λ*
 h，x0
 +h]。

（2）如果f（x0
 ）>f（x0
 +h），则可知搜索区间为[image: ]
 ，其中[image: ]
 待求，为确定[image: ]
 ，前进一步计算f（x0
 +λh），λ为放大系数，且λ>1，直到找到合适的λ*
 ，使得f（x0
 +h）<f（x0
 +λ*
 h），从而确定搜索区间[x0
 ，x0
 +λ*
 h]。

2．黄金分割法

黄金分割法也叫0.618法，它是一种基于区间收缩的极小点搜索算法，当用进退法确定搜索区间后，只知道极小点包含于搜索区间内，但是具体是哪个点，无法得知。

黄金分割法的思想很直接，既然极小点包含于搜索区间内，那么可以不断地缩小搜索区间，就可以使搜索区间的端点逼近到极小点。

如图9-1所示，[a，b]为搜索区间，黄金分割法首先根据黄金比例产生两个内点x1
 ，x2
 。

[image: ]


然后根据f（x1
 ），f（x2
 ）的大小关系来重新选择搜索区间。

[image: ]
图9-1　黄金分割法的内点选择



（1）如果f（x1
 ）<f（x2
 ），则搜索区间变为[a，x2
 ]；

（2）如果f（x1
 ）>f（x2
 ），则搜索区间变为[x1
 ，b]。

3．斐波那契法

斐波那契法也是一种区间收缩算法，但是和黄金分割法不同的是：黄金分割法每次收敛只改变搜索区间的一个端点，即它是单向收缩法，而斐波那契法同时改变搜索区间的两个端点，是一种双向收缩法。

4．牛顿法

基本牛顿法是一种使用导数的算法，它每一步的迭代方向都是沿着当前点函数值下降的方向，因此可以看出，算法的有效性严重依赖于初始点的选择，初始点选得好，能够很快地逼近极小点。

基本牛顿法的迭代公式为

[image: ]


迭代过程如图9-2所示。

[image: ]
图9-2　基本牛顿法迭代过程



从图9-2可以看出，迭代方向都是沿着当前点函数值下降的方向，而迭代步长（图9-2中的线段AB的长度）为[image: ]
 。

5．割线法

割线法的迭代公式中涉及三个点，其迭代公式为

[image: ]


其大致过程可用图9-3说明。

[image: ]
图9-3　割线法的迭代图



要注意的是，图9-3是导数f′（x）和自变量x的曲线图。从图中可以看出

[image: ]


而[image: ]


所以[image: ]


可以看出，和牛顿法不同的是，割线法用的下降方向是导数f′（x）的割线方向。

6．抛物线法

抛物线也叫二次插值法，其理论依据为二次多项式可以在最优点附近较好地逼近函数的形状，做法是在函数f（x）的最优点附近取三个构造点，然后用这三个点构造一条抛物线，把这条抛物线的极值点作为函数f（x）的极值点的近似。

每次构造一条抛物线后，抛物线的极值点就可作为一个新的构造点，新的构造点与原来的三个构造点经过某种算法，得到下一步抛物线逼近的三个构造点，这就是抛物线法的算法过程。

7．三次插值法

三次插值法是在函数f（x）的最优点附近取三个构造点，然后用这三个点构造一条三次曲线，把三次曲线的极值点作为函数f（x）的极值点的近似。

由于三个点不能唯一决定一条三次曲线，因此还要加上某个点的导数条件。三次曲线的极值点有两个，只有满足二阶导数大于0的极值点才作为f（x）的极值点的近似。


 9.2.2　无约束一维极值的实现

单变量约束优化问题的标准形式为

[image: ]


即为求目标函数在区间（a，b）上的极小点，在MATLAB中提供了fminbnd函数用于求单变量约束优化问题。

x=fminbnd（fun，x1
 ，x2
 ）：fun为目标函数的字符串或者内联函数inline的句柄，此外对于非常复杂的目标函数表达式可以书写函数文件来定义，x1
 和x2
 分别为变量的下界和上界，x为最小解。

x=fminbnd（fun，x1
 ，x2
 ，options）：采用options参数指定的优化参数进行最小化；若没有设置options选项，可令options=[]。

x=fminbnd（problem）：求在固定的自变量区间内problem的最小值。

[x，fval] = fminbnd（…）：同时返回最小解x及解x处的目标函数值fval。

[x，fval，exitflag] = fminbnd（…）：exitflag是终止迭代条件，即exitflag=1表示函数收敛于x，exitflag=0表示超过函数估计值或迭代的最大数字，exitflag＝-1表示函数不收敛于x。

[x，fval，exitflag，output] = fminbnd（…）：output为优化输出信息，它包含三项信息，即iterations为迭代次数，funccount为函数赋值次数，algorithm为使用的算法。


【例9-1】
 　用fminbnd求函数f（x）=x4
 -x2
 +x-1在区间[-2，1]上的极小值。


    >> clear all;
    >> [x,fval,exitflag,output]=fminbnd('x^4-x^2+x-1',-2,1)


运行程序，输出如下。


    x =
      -0.8846
    fval =
      -2.0548
    exitflag =
        1
    output =
        iterations: 11
        funcCount: 12
        algorithm: 'golden section search, parabolic interpolation'
          message: 'Optimization terminated:
    the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX of 1.0000…'


从输出结果可以看出，fminbnd用了黄金分割算法和抛物线算法来求实例中的极小值，exitflag=1表明成功求得函数的极小值，迭代次数为11次，要查看结果的精度，可以接着在MATLAB命令窗口中输入：


    >> output.message
    ans =
    Optimization terminated:
    the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX of 1.000000e-04


说明求得的结果x的精度为1.0e-4，如果想提高精度，可以通过option结构来指定，在MATLAB命令窗口中输入：


    >> opt=optimset('TolX',1.0e-6);
    >> format long;
    >> [x,fval,exitflag,output]=fminbnd('x^4-x^2+x-1',-2,1,opt)
    x =
      -0.884646164474752
    fval =
      -2.054784062185396
    exitflag =
        1
    output =
        iterations: 11
        funcCount: 12
        algorithm: 'golden section search, parabolic interpolation'
          message: 'Optimization terminated:
    the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX of 1.0…'


这样求得的结果x就有了1.0e-6的精度。

为了理解fminbnd的求解原理，将每一步的迭代过程打印出来，在命令窗口中输入：


    >> opt=optimset('Display','iter');
    >> [x,fval,exitflag,output]=fminbnd('x^4-x^2+x-1',-2,1,opt)


所得结果为：


    Func-count    x              f(x)        Procedure
        1      -0.854102    -2.05144        initial
        2      -0.145898    -1.16673        golden
        3      -1.2918      -1.17585        golden
        4      -0.72025    -1.9699        parabolic
        5      -0.853884    -2.05139        parabolic
        6      -0.890887    -2.05464        parabolic
        7      -1.04402    -1.94595        golden
        8      -0.884922    -2.05478        parabolic
        9      -0.88455    -2.05478        parabolic
      10      -0.884647    -2.05478        parabolic
      11      -0.884613    -2.05478        parabolic
      12      -0.88468    -2.05478        parabolic
    Optimization terminated:
    the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX of 1.000000e-04
    x =
      -0.884646700241543
    fval =
      -2.054784062184385
    exitflag =
        1
    output =
        iterations: 11
        funcCount: 12
        algorithm: 'golden section search, parabolic interpolation'
          message: 'Optimization terminated:
    the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX of 1.0…'


通过分析上面的迭代过程可发现，fminbnd首先产生一个迭代的初始点，经过简单的计算可以发现，这个初始点是区间的黄金分割点（-0.854=-2+（1-0.618）×[1-（-2）]），接着再用黄金分割法迭代，直到相连两步迭代得到的f（x）相差不大时，此时用二次插值法迭代一步，如果用二次插值法迭代得到的估计点可以接受的话（和前次黄金分割法得到的f（x）相差不大），则再用二次插值法迭代，如果相连两步二次插值法迭代得到的f（x）相差不大，且自变量的差别很小，则继续直到满足精度要求，否则换用黄金分割法。

对于一维极值问题，还可以用MATLAB中的fminsearch来求解，fminsearch函数的主要功能是求多变量的极值，当然也可以求单变量极值问题。

例如，利用fminsearch求解例9-1的极小值，代码如下。


    >> [x,fval,exitflag,output]=fminsearch('x^4-x^2+x-1',-2,1)
    x =
      -0.8847
    fval =
      -2.0548
    exitflag =
        1
    output =
        iterations: 16
        funcCount: 32
        algorithm: 'Nelder-Mead simplex direct search'
          message: 'Optimization terminated:
    the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX of 1.0…'



【例9-2】
 　利用fminbnd函数对MATLAB自带的humps方程组求最小解。


    >> clear all;
    fplot(@humps,[0,2]);        %绘制humps函数解析图，效果如图9-4所示


[image: ]
图9-4　解析效果图




    %绘制humps的零点图，效果如图9-5所示


[image: ]
图9-5　标志零点图




    >> z = fzero(@humps,1,optimset('Display','off')); 
    fplot(@humps,[0,2]);
    hold on;
    plot(z,0,'r*');
    hold off
    %利用fminbnd函数标志最小点，效果如图9-6所示


[image: ]
图9-6　最小点效果图




    >> m = fminbnd(@humps,0.25,1,optimset('Display','off')); 
    fplot(@humps,[0 2]);
    hold on;
    plot(m,humps(m),'r*');
    hold off



 9.3　无约束多维极值

无约束多维极值问题的一般表达式为

[image: ]


其中，x为向量，而f（x）为标量函数。从上面的表达式可以看出，无约束多维极值的一般问题需要求全局最小值点，但是大多数优化算法显然做不到这点，即大多数算法只能找到局部最优点，这和9.2节介绍的一维优化是一样的，当然对于实际问题来说，这并不矛盾，因为实际问题都有一定的应用背景，局部最优点并不多，有时甚至局部最优点就是全局最优点，所以多半可以凭经验来判断结果的可用性。


 9.3.1　直接法

无约束最优化的直接法是不需要计算导数的方法，它们采用的方法是沿坐标轴搜索函数的下降方向或者沿预先给定的方向进行搜索，因此其本质是一种搜索—试探—前进的反复过程。一般来说，直接法比使用导数的算法要慢一些，但是直接法不要求计算导数，迭代比较简单。编制程序也比较容易。

1．模式搜索法

模式搜索法又叫Hooke-Jeeves法，算法主要由两种移动过程组成：探测移动和模式移动。探测移动是沿坐标轴方向的移动，模式移动则是沿相邻两个探测点连线方向上的移动。两种移动模式交替进行，目的是顺着函数下降的最优方向。模式搜索法的过程图解如图9-7所示。

[image: ]
图9-7　模式搜索法图解



在图9-7中，在点xk
 处沿着坐标轴方向的箭头方向搜索表示探测搜索，而沿着连接点xk
 与xk+1
 的箭头方向搜索表示模式搜索。

2． Rosenbrock法

Rosenbrock是一种思转轴法，其基本思想是在当前点构造n个正交方向，然后在每个方向进行探测移动，找到函数值下降最快的方向，移动某个步长，再在新的点构造新的n个正交方向，如此循环，这个过程如图9-8所示。

[image: ]
图9-8　Rosenbrock法图解



在图9-8中，假设xk
 为初始点，则初始正交方向就可取为坐标轴方向，通过搜索得到下个可行点xk+1
 ，然后在点xk+1
 处重新建立正交的搜索方向，如此搜索下去。

3．单纯形搜索法

单纯形搜索法通过构造单纯形来逼近极小点，每构造一个单纯形，确定其最高点和最低点，然后通过扩展或压缩、反射构造新的单纯形，目的是使得极小点能够包含于单纯形内。

对于二维变量问题，单纯形就是如图9-9所示的由xk
 、xk+1
 、xk+2
 及f（xk
 ）、f（xk+1
 ）、f（xk+2
 ）6个点构成的多面体。

[image: ]
图9-9　单纯性搜索法图解



4．Powell法

Powell法在搜索的每一阶段先依次沿n个已知的方向搜索，得到下一次搜索的基点，然后沿相邻两个基点的连线方向搜索得到新的基点，并用这个方向取代前面的n个方向之一，对于二维极值问题其搜索过程如图9-10所示。

[image: ]
图9-10　Powell法图解



在图9-10中，先在基点xk
 处依次沿n个已知的方向搜索，从一个方向搜索得到xk+1
 ，再以xk+1
 为出发点沿另一个方向搜索得到xk+2
 ，于是以xk+2
 为基点，搜索方向之一变为xk
 与xk+2
 的连线方向。


 9.3.2　使用导数计算的间接法

下面介绍使用导数的无约束多维极值算法，它们都需要用到目标函数的导数（即多元函数的梯度），有的算法甚至还用到了多元函数的雅可比矩阵。

由于导数是函数在某点的变化趋势，也可以说是函数值的变化方向，而下面几种使用导数的优化算法实质上就是寻找目标函数的最优下降方向，而寻找这个最优下降方向用的就是一维搜索技术。

1．最速下降法

最速下降法的搜索方向是目标函数的负梯度方向，最速下降法从目标函数的负梯度方向一直前进，直到到达目标函数的最低点。

2．共轭梯度法

共轭梯度法是利用目标函数梯度逐步产生共轭方向作为线搜索方向的方法，每次搜索方向都是在目标函数梯度的共轭方向，搜索步长通过一维极值算法确定。

3．牛顿法

牛顿法是基于多元函数的泰勒展开而来的，它将[image: ]
 作为搜索方向，因此它的迭代公式可直接写出：

[image: ]


4．修正牛顿法

如果[image: ]
 不正定，则牛顿法有可能不收敛，为了解决这个问题，引进修正牛顿法，修正牛顿法有很多种形式，这里介绍一种比较简单的形式，此方法与牛顿法不同的地方在于引进了搜索步长，而搜索步长的大小通过一维搜索算法确定。

5．拟牛顿法

牛顿法的收敛速度虽然较快，但要求海森矩阵要可逆，要计算二阶导数和逆矩阵，就加大了计算机的计算量和存储量。为了克服牛顿法的缺点，同时保持较快收敛速度的优点，就产生了拟牛顿法。拟牛顿法是牛顿法的直接推广，通过在试探点附近的二次逼近引进拟牛顿条件来确定线搜索方向，拟牛顿法的一般步骤如下。

（1）给定初始点x（0）
 ，初始对称正定矩阵H0
 ，g0
 =g（x（0）
 ）及精度ε>0；

（2）计算搜索方向p（k）
 =-Hk
 gk
 ；

（3）做直线搜索[image: ]
 ，计算[image: ]
 ，[image: ]
 ；

（4）判断终止准则是否满足；

（5）令Hk+1
 =Hk
 +Ek
 置k=k+1，转（2）。

不同的拟牛顿法对应不同的Ek
 。

6．信赖域法

信赖域法是一种比较复杂但是十分有效的优化算法，它通过在信赖域内求解一个二次规划来得到可行点。在每个可行点x（k）
 处，在给定信赖域半径rk
 下通过求解下面的子问题得到搜索方向：

[image: ]


在得到搜索方向后，再对信赖域半径进行修正。

7．显式最速下降法

正定二次函数问题的一般表达式为

[image: ]


其中，A为对称正定矩阵，b、x为向量，而f（x）为标量函数。对于正定二次函数的极值问题，可以采用显式最速下降法，直接确定其搜索步长。而前面已经提到过最速下降法，最速下降法的搜索方向为目标函数的负梯度方向，但是搜索步长必须通过一维搜索法确定。


 9.3.3　无约束多维极值的实现

在MATLAB中，提供了相关函数实现求解无约束多维极值问题，下面给予介绍。

1．fminsearch函数

在MATLAB中，提供了fminsearch函数用来求解无约束多维极值问题。函数的调用格式如下。

x=fminsearch（fun，x0
 ）：fun是调用目标函数的函数文件名；给定初始值x0
 ，返回目标函数的极小值x。

x=fminsearch（fun，x0
 ，options）：根据options参数指定的优化参数进行最小化；如果没有设置options选项，可令options=[]。

[x，fval] = fminsearch（…）：同时返回目标函数的极小值x与目标函数值fval。

[x，fval，exitflag] = fminsearch（…）：exitflag是终止迭代条件，即exitflag=1表示函数收敛于x，exitflag=0表示超过函数估计值或迭代的最大数字，exitflag＝-1表示函数不收敛于x。

[x，fval，exitflag，output] = fminsearch（…）：output为优化输出信息，它包含三项信息，即iterations为迭代次数，funccount为函数赋值次数，algorithm为使用的算法。


【例9-3】
 　利用fminsearch函数求解无约束非线性优化问题，

[image: ]


在（0.5，0.5，0.5）附近的最小值。

根据需要，建立函数的M文件，代码如下。


    function f=sefun(u);
    x=u(1);y=u(2);
    z=u(3);
    f=x+y.^2./x/4+z.^2./y+2./z;


调用fminsearch函数求解，其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;                %清除工作空间中的变量
    x0=[0.5 0.5 0.5];
    [x,fval,exitflag] = fminsearch('sefun',x0)  %函数的最小值点和最小值


运行程序，输出如下。


    x =
        0.5000    1.0000    1.0000
    fval =
        4.0000
    exitflag =
        1



【例9-4】
 　利用fminsearch函数求解函数[image: ]
 的极小值。

解析：显然上式的极值点为（2，-1），最小值为[image: ]
 ，下面用MATLAB来求此函数的极小值。


    >> clear all;
    >> fx=@(x)-1/((x(1)-2)^2+3)-1/((x(2)+1)^2*2-5);  %建立函数
    >> [xv,fv]=fminsearch(fx,[0,0])


输出结果如下。


    xv =
        2.0000  -1.0000
    fv =
      -0.1333


为了看清楚fminsearch函数的单纯型搜索过程，采用optimset函数设置option结构，将Display字段设为iter，以显示每次迭代的信息。

实现代码如下。


    >> opt=optimset('Display','iter');
    >> [xv,fv]=fminsearch(fx,[0,0],opt)


输出如下。


    Iteration  Func-count    min f(x)        Procedure
        0          1        0.190476
        1          3        0.190456        initial simplex
        2          5        0.190224        expand
        3          7        0.190067        expand
        4          9        0.189526        expand
        5          11        0.188944        expand
        6          13        0.187583        expand
        7          15        0.185763        expand
        8          17        0.182219        expand
        9          19        0.177002        expand
        10        21        0.167918        expand
        11        23        0.154383        expand
        12          25        0.13326          expand
        13          27        0.103875        expand
        14          29        0.0643404        expand
        15          31        0.0157881        expand
        16          33      -0.0384754        expand
        17          35      -0.0567264        reflect
        18          36      -0.0567264        reflect
        19          38      -0.0567264        contract inside
        20          40      -0.0594596        contract inside
        21          41      -0.0594596        reflect
        22          43      -0.0599578        contract inside
        23          45      -0.0599653        contract outside
        24          47      -0.0601014        contract inside
        25          49      -0.0601014        contract inside
        26          51      -0.0601903        reflect
        27          53      -0.0601903        contract inside
        28          55      -0.0603234        expand
        29          57      -0.0604675        expand
        30          59      -0.0607257        expand
        31          61      -0.0612865        expand
        32          63      -0.0617259        expand
        33          65      -0.0635127        expand
        34          66      -0.0635127        reflect
        35          68      -0.0673697        expand
        36          69      -0.0673697        reflect
        37          71      -0.0740469        expand
        38          73      -0.0780703        expand
        39          75      -0.0928988        expand
        40          77      -0.10392          expand
        41          79      -0.127078        expand
        42          81      -0.130651        reflect
        43          82      -0.130651        reflect
        44          84      -0.131814        contract inside
        45          86      -0.133102        contract inside
        46          88      -0.133102        contract inside
        47          90      -0.133204        reflect
        48          92      -0.133204        contract inside
        49          94      -0.13329          contract inside
        50          96      -0.133326        contract inside
        51          98      -0.133326        contract inside
        52          100    -0.133326        contract outside
        53          102    -0.133328        contract inside
        54          104    -0.133331        contract outside
        55          106    -0.133332        contract inside
        56          108    -0.133333        contract inside
        57          110    -0.133333        contract outside
        58          112    -0.133333        contract inside
        59          114    -0.133333        contract inside
        60          116    -0.133333        contract inside
        61          118    -0.133333        contract inside
        62          120    -0.133333        contract inside
        63          121    -0.133333        reflect
        64          123    -0.133333        contract inside
        65          125    -0.133333        contract outside
        66          127    -0.133333        contract inside
        67          129    -0.133333        contract inside
        68          131    -0.133333        contract inside
        69          133    -0.133333        reflect
        70          135    -0.133333        contract inside
    Optimization terminated:
    the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.TolX of 1.000000e-04
    and F(X) satisfies the convergence criteria using OPTIONS.TolFun of 1.000000e-04
    xv =
        2.0000  -1.0000
    fv =
      -0.1333


从上面的迭代过程可看出，经过多次扩展、反射、压缩过程，函数fminsearch才求得极小值，上面的输出不足的地方是没有输出每一步优化得到的x值，为了输出每一步优化得到的x值，建立以下的M文件。

2．fminunc函数

在MATLAB中，除了fminsearch可以求无约束多维极值问题外，fminunc函数也能求无约束极值问题，函数的调用格式为：

x = fminunc（fun，x0）：x0为初始点，fun为目标函数的表达式字符串或MATLAB自定义函数的函数柄，x为返回目标函数的局部极小点。

x = fminunc（fun，x0，options）：options为指定的优化参数。

x = fminunc（problem）：求解非线性规划problem问题。

[x，fval] = fminunc（…）：fval为返回相应的最优值。

[x，fval，exitflag] = fminunc（…）：exitflag为返回算法的终止标志。

[x，fval，exitflag，output] = fminunc（…）：output为输出关于算法的信息变量。

[x，fval，exitflag，output，grad] = fminunc（…）：grad为输出目标函数在解x处的梯度值。

[x，fval，exitflag，output，grad，hessian] = fminunc（…）：hessian为输出目标函数在解x处的Hessian矩阵。


【例9-5】
 　利用fminunc函数求解以下非线性规划问题。

[image: ]


根据需要，编写非线性规划问题的M文件，代码如下。


    function [f,g]=funnuc(x)
    f = 3*x(1)^2 + 2*x(1)*x(2) + x(2)^2;    %目标函数
    if nargout > 1
      g(1) = 6*x(1)+2*x(2);
      g(2) = 2*x(1)+2*x(2);
    end


调用fminunc函数求解问题，代码如下。


    >> clear all;
    options = optimoptions('fminunc','GradObj','on');
    x0 = [1,1];
    [x,fval,exitflag,output,grad,hessian]=fminunc(@funnuc,x0,options)


运行程序，输出如下。


    x =
        1.0e-15 *
        0.3331  -0.4441
    fval =
      2.3419e-31
    exitflag =
        1
    output =
            iterations: 1
              funcCount: 2
          cgiterations: 1
          firstorderopt: 1.1102e-15
              algorithm: 'large-scale: trust-region Newton'
                message: [1x496 char]
        constrviolation: []
    grad =
      1.0e-14 *
        0.1110
      -0.0222
    hessian =
      (1,1)        6
      (2,1)        2
      (1,2)        2
      (2,2)        2


3．fminimax函数

fminimax是解决如下一类优化问题的函数：

[image: ]


对每个定义域中的向量x，向量函数F（x）都存在一个值最大的分量，但是随着向量x取值的不同，值最大的分量也会发生变化，当把分量的值记录下来，找到最小值，就是fminimax的任务。

fminimax函数的调用格式如下。

x=fminimax（fun，x0
 ）：fun为目标函数，x0
 为初始点。

x=fminimax（fun，x0
 ，A，b）：A、b满足线性不等式约束Ax≤b，如果没有不等式约束，则取A=[]，b=[]。

x=fminimax（fun，x，A，b，Aeq，beq）：Aeq、beq满足等式约束Aeqx=beq，如果没有，则取Aeq=[]，beq=[]。

x= fminimax（fun，x，A，b，Aeq，beq，lb，ub）：lb、ub满足lb≤x≤ub，如果没有界，可设lb=[]，ub=[]。

x=fminimax（fun，x0
 ，A，b，Aeq，beq，lb，ub，nonlcon）：nonlcon参数的作用是通过接受向量x来计算非线性不等式约束C（x）≤0和等式约束Ceq（x）=0分别在x处的C和Ceq，通过指定函数柄来使用，定义如下。


    function [c1,c2,gc1,gc2]=nonlcon(x)
    c1=…          %x处的非线性不等式约束
    c2=…      %x处的非线性等式约束
    if nargout>2    %被调用的函数有4个输出变量
        gc1=…    %非线性不等式约束在x处的梯度
        gc2=…    %非线性等式约束在x处的梯度
    end


x=fminimax（fun，x0
 ，A，b，Aeq，beq，lb，ub，nonlcon，options）：options为指定优化的参数选项。

[x，fval] = fminimax（…）：fval为返回目标函数在x处的值，即fval=[f1
 （x），f2
 （x），…，fn
 （x）]'。

[x，fval，maxfval] = fminimax（…）：maxfval为fval中的最大元。

[x，fval，maxfval，exitflag] = fminimax（…）：exitflag为输出终止迭代的条件信息。

[x，fval，maxfval，exitflag，output] = fminimax（…）：output为输出关于算法的信息变量。

[x，fval，maxfval，exitflag，output，lambda] = fminimax（…）：lambda为输出各个约束所对应的Lagrange乘子，它是一个结构体变量。


【例9-6】
 　求下面的最小最大值问题[image: ]
 。

根据需要，先建立函数，代码如下。


    fun=@(x)[x(1)*sin(x(2));1-x(1)*x(2)];


然后在命令窗口中输入：


    >> clear all;
    >> fun=@(x)[x(1)*sin(x(2));1-x(1)*x(2)];
    >> x=fminimax(fun,[0.5,0.3],[],[],[],[],[0,0],[1,1])


运行程序，输出如下。


    Local minimum possible. Constraints satisfied.
    fminimax stopped because the size of the current search direction is less than
    twice the default value of the step size tolerance and constraints are
    satisfied to within the default value of the constraint tolerance.
    <stopping criteria details>
    x =
        0.5430    1.0000


求出的结果为F（x）的最小最大值点为[0.543，1]。


【例9-7】
 　（选址问题）设某城市有某种物品的10个需求点，第i个需求点Pi
 的坐标为（ai
 ，bi
 ），道路网与坐标轴平行，彼此正交。现打算建一个该物品的供应中心，且由于受到城市某些条件的限制，该供应中心只能设在x界于[5，8]，y界于[5，8]的范围之内。P点的坐标如表9-1所示。问该中心应建在何处为好？


表9-1　P点的坐标

[image: ]


根据已知，可建立数学模型为

[image: ]


根据需要，编写非线性不等式约束M文件，代码如下。


    function f=funmin(x)
    a=[1 4 3 5 9 12 6 20 17 8];
    b=[2 10 8 18 1 4 5 10 5 9];
    f(1)=abs(x(1)-a(1))+abs(x(2)-b(1));
    f(2)=abs(x(1)-a(2))+abs(x(2)-b(2));
    f(3)=abs(x(1)-a(3))+abs(x(2)-b(3));
    f(4)=abs(x(1)-a(4))+abs(x(2)-b(4));
    f(5)=abs(x(1)-a(5))+abs(x(2)-b(5));
    f(6)=abs(x(1)-a(6))+abs(x(2)-b(6));
    f(7)=abs(x(1)-a(7))+abs(x(2)-b(7));
    f(8)=abs(x(1)-a(8))+abs(x(2)-b(8));
    f(9)=abs(x(1)-a(9))+abs(x(2)-b(9));
    f(10)=abs(x(1)-a(10))+abs(x(2)-b(10));


调用fminimax函数求解最小最大问题，代码如下。


    >> clear all;
    x0=[6;6];        %给定的初始值
    AA=[-1 0;1 0;0 -1;0 1];
    bb=[-5 8 -5 8]';
    [x,fval,exitflag]=fminimax(@finmin,x0,AA,bb)


运行程序，输出如下。


    x =
        8
        8
    fval =
        13    6    5    13    8    8    5    14    12    1
    exitflag =
        14



 9.4　约束优化问题

一般的约束优化问题的数学模型为

[image: ]


其中，f（x）为目标函数，hi
 （x）为等式约束条件，gj
 （x）为不等式约束条件。

求解约束优化问题的算法很多是从无约束优化问题的算法直接衍生出来的，只是要判断每一步迭代得到的解是否在可行域内（即是否满足约束条件）；从算法本身的特点来看，有些算法既可以求解无约束优化问题，也可以求解约束优化问题，例如可行方向法，当然约束优化问题也有其特殊的求解方法，例如罚函数法、乘子法。


 9.4.1　约束优化问题的方法

1．Rosen梯度投影法

Rosen梯度投影法是求解如下约束优化问题[image: ]
 的算法，其中约束条件为线性约束，A为约束系数矩阵，b为约束向量。其基本思路是从可行点出发，沿着目标函数值减小的方向搜索求出新的可行点，如此迭代下去。可行点是满足约束条件的点。

2．罚函数法

罚函数是能够处理一般的约束最优化问题：[image: ]
 的一类方法。其基本思想是将约束优化问题变为无约束问题来求解。罚函数是由目标函数和约束函数的某种组合得到的函数，对于等式约束的优化问题[image: ]
 ，可以定义如下的罚函数：
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将约束优化转化为无约束优化问题；对于不等式约束的优化问题

[image: ]


可定义如下的罚函数：

[image: ]


对于同时存在等式约束和不等式约束的优化问题，可取上面两个罚函数的组合。当然罚函数还有其他的取法，但是构造罚函数的思想都是一样的，即使得在可行点罚函数值等于原来的目标函数值，在不可行点罚函数值等于一个很大的数。

1）外点罚函数法

外点罚函数是通过一系列罚因子｛ci
 ｝，求罚函数的极小点来逼近原约束问题的最优点。之所以称为外点罚函数法，是因为它是从可行域外部向约束边界逐步靠拢的，如图9-11所示。

[image: ]
图9-11　外点罚函数法图解



2）内点罚函数法

内点罚函数法的所有迭代过程均在可行域内进行，它每次迭代得到的点都是可行点。内点罚函数法的基本思想是用可行域内的点来逼近最优解。

3）混合罚函数法

混合罚函数综合了外点罚函数的优点（初始点可以任意取）和内点罚函数的优点（可以求近似最优解），可用来求解同时含有等式约束和不等式约束的优化问题。

4）乘子法

外点罚函数法和内点罚函数法均要求罚因子趋于无穷才能得到目标函数的最优解，但是罚因子太大的话会引起计算的困难，为了克服这一缺陷就产生出乘子法。

3．坐标轮换法

坐标轮换法基于无约束优化算法中的模式搜索法，每次搜索都受到约束函数的限制而使得搜索仅限于可行域。其搜索过程可用图9-12说明。

[image: ]
图9-12　坐标轮换法图解



在图9-12中，x0
 代表初始可行点，经过模式搜索得到可行点x1
 ，然后再经过模式搜索得到下一个可行点x2
 ，如此继续下去，每次搜索得到的可行点都在可行域内。

4．复合形法

复合形法来源于无约束优化问题的单纯形法，通过构造复合形来求得最优解，新的复合形通过替换旧的复合形中的坏点（目标函数值最大或次大的点）得到，替换方式仍然是单纯形法中的反射、压缩、扩展这几个基本方法。


 9.4.2　约束优化问题的实现

在MATLAB中，提供了fmincon函数实现约束优化问题。函数的调用格式如下。

x=fmincon（fun，x0
 ，A，b）：fun为目标函数，x0
 为初始值，A、b满足线性不等式约束Ax≤b，如果没有不等式约束，则取A=[]，b=[]。

x=fmincon（fun，x0
 ，A，b，Aeq，beq）：Aeq、beq满足等式约束Aeqx=beq，如果没有，则取Aeq=[]，beq=[]。

x=fmincon（fun，x0
 ，A，b，Aeq，beq，lb，ub）：lb、ub满足lb≤x≤ub，如果没有界，可设lb=[]，ub=[]。

x=fmincon（fun，x0
 ，A，b，Aeq，beq，lb，ub，nonlcon）：nonlcon参数的作用是通过接受向量x来计算非线性不等式约束C（x）≤0和等式约束Ceq（x）=0分别在x处的C和Ceq，通过指定函数柄来使用，例如：

x=fmincon（@fun，x0
 ，A，b，Aeq，beq，lb，ub，@ mycon），

先建立非线性约束函数，并保存为mycon.m。


    function [C,Ceq]=mycon(x)
    C=…          %计算x处的非线性不等式约束C(x)≤0的函数值
    Ceq=…        %计算x处的非线性不等式约束Ceq(x)=0的函数值


x=fmincon（fun，x0
 ，A，b，Aeq，beq，lb，ub，nonlcon，options）：options为指定优化参数选项。

[x，fval] = fmincon（…）：fval为返回相应目标函数最优值。

[x，fval，exitflag] = fmincon（…）：exitflag为输出终止迭代的条件信息。

[x，fval，exitflag，output] = fmincon（…）：output为输出关于算法的信息，其为一个结构体变量。

[x，fval，exitflag，output，lambda] = fmincon（…）：lambda为Lagrange乘子。

[x，fval，exitflag，output，lambda，grad] = fmincon（…）：grad表示目标函数在x处的梯度。

[x，fval，exitflag，output，lambda，grad，hessian] = fmincon（…）：hessian为输出目标函数在解x处的Hessian矩阵。


【例9-8】
 　求解下面的优化问题：

[image: ]


初始点取为｛s，t｝=（1，2）。

根据需要，建立目标函数文件optimFun.m，代码如下。


    function y=optimFun(x)
    y=x(1)^4-4*x(1)-8*x(2)+15;


此文件代表目标函数。由题目中的条件知，约束条件中既有线性约束，又有非线性约束，因此必须分别处理。根据线性约束条件有：

[image: ]


非线性约束可通过noncom参数指定，建立ConFun.m文件，代码如下。


    function [c,ceq]=ConFun(x)
    c=9-x(1)^2-x(2)^2;
    ceq=[];


实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    >> A=[2 3;1 -1];
    >> b=[2 5]';
    >> [x,fval,exitflag,output]=fmincon(@optimFun,[1,2],A,b,[],[],[],[],@ConFun)


运行程序，输出如下。


    Local minimum found that satisfies the constraints.
    Optimization completed because the objective function is non-decreasing in
    feasible directions, to within the default value of the function tolerance,
    and constraints are satisfied to within the default value of the constraint tolerance.
    <stopping criteria details>
    x =
      -2.1454    2.0969
    fval =
      27.9921
    exitflag =
        1
    output =
            iterations: 9
              funcCount: 37
        constrviolation: 0
              stepsize: 8.8282e-06
              algorithm: 'interior-point'
          firstorderopt: 2.4874e-05
          cgiterations: 0
                message: 'Local minimum found that satisfies the constraints.
    Optimization completed because the objective …'


求得最优解为（s，t）=（-2.1454，2.0969）。输出的警告信息反映了求解的结束状态。从output结构的结果可看出，求解进行了9步迭代，用到算法有interior-point，迭代步长为8.8282e-06。


【例9-9】
 　（证券投资组合问题）设金融市场上有两种风险证券A和B，它们的期望收益率分别为rA
 =12％，rB
 =18％，方差分别为[image: ]
 。同时市场上还有一种无风险证券，其收益率为rf
 =6％，设计一种投资组合方案，使得风险最小。

投资者把资金投放于有价证券以期获得一定收益的行为就是证券投资。它的主要形式是股票投资和债券投资，证券投资的目的就是价值增值。这是证券投资的收益特性，通常可用收益率指标表示证券的收效特性。证券预期收益率的不确定性使证券投资具有风险特性。具有投资风险的证券称为风险证券。无风险证券投资指把资金投放于收益确定的债券，如购买国库券。若无风险投资的收益率为rf
 ，则rf
 是常数。一般而言，风险证券投资往往有超过rf
 的预期收益率，风险证券的预期收益率越高，其投资风险也越大。为了避免或分散投资风险，获取较高的预期收益率，证券投资可以按不同的投资比例对无风险投资和多种风险证券进行有机的组合，即所谓证券投资组合。

对一个证券组合，用R=（r1
 ，r2
 ，…，rn
 ）′表示这n种证券的收益率，σij
 表示证券i和证券j的收益率之间的协方差，i，j=1，2，…，n，X=（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）′表示证券组合的投资权重，若同时投资于无风险证券，并设其收益率为rf
 ，则投资决策模型即为
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其中，[image: ]
 为投资组合收益的方差，代表投资组合的风险，xp
 表示投资组合的期望收益率，W为协方差矩阵。

设分别以比例x1
 购买股票A，比例x2
 购买股票B，比例x3
 购买无风险债券，则可建立单目标规划问题：
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假定期望收益率rp
 =10％，解决最优问题的程序如下。

首先定义目标函数M文件，代码如下。


    function f=zqfun(x)
    v=zeros(3,3);
    v(1,1)=10;
    v(2,2)=1;
    f=x'*v*x;


调用fmincon函数实现问题的求解，代码如下。


    >>clear all;
    format rat
    ra=0.12;rb=0.08;
    rf=0.06;rp=0.1;
    x0=[1,1,1]'/3;
    Aeq=[ra,rb,rf;1,1,1];
    beq=[rp,1]';
    Lb=[0,0,-100]';
    options=optimset('LargeScale','off','Display','off');
    x=fmincon(' zqfun ',x0,[],[],Aeq,beq,Lb,[],[],options)
    format short


运行程序，输出如下。


    x =
          6/19
          20/19
          -7/19


结果表明，为了获得10％的期望收效率，应以无风险利率从银行贷款7/19单位，将贷款和手中已有的一单位现金的总和投资股票，其中的6/19购买A股票，20/19购买B股票。


【例9-10】
 　（经营方式安排问题）某公司经营两种设备，第一种设备每件售价32元，第二种设备每件售价455元。根据统计售出一件第一种设备所需的营业时间平均为0.5h，第二种设备为（2+0.5x2
 ）h，其中x2
 是第二种设备的售出数量。已知该公司在这段时间内的总营业时间为820h，试确定使营业额最大的营业方式。

设该公司计划经营的第一种设备x1
 件，第二种设备x2
 件，根据题意，可建立数学模型如下。
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化为标准的模型为

[image: ]


首先编写目标函数的M文件，代码如下。


    function f=jyfun(x)
    f=-32*x(1)-455*x(2);


由于约束条件为非线性不等式约束，因此，编写一个约束条件的M文件如下。


    function [c,ceq]=jynon(x)
    c=0.5*x(1)+2*x(2)+0.5*x(2)*x(2)-820;
    ceq=[];


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    lb=[0 0]';
    x0=[0 0];
    [x,fval,exitflag]=fmincon('jyfun',x0,[],[],[],[],lb,[],'jynon')


运行程序，输出如下。


    Active inequalities (to within options.TolCon = 1e-006):
      lower      upper    ineqlin  ineqnonlin
                                        1
    x =
      1.0e+003 *
        1.5935    0.0051
    fval =
    -5.3315e+004
    exitflag =1


即该公司经营第一种设备1594件，经营第二种设备5件时，即可使总营业额最大，为5331.5元。


 9.5　线性规划问题

线性规划在运筹学中产生较早，但应用却是最广泛的，它是研究在一组自变量的线性约束条件下，求线性函数的最小值或最大值。线性规划的数学模型有以下三要素。

（1）与自变量有关的若干个线性约束条件；

（2）自变量的取值限制；

（3）关于自变量的线性目标函数值。

线性规划的一般形式为
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下面给出的单纯性算法和大M法只考虑最小值问题，即
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对于最大值问题，可根据线性规划的对偶定理转化为最小值问题。


 9.5.1　线性规划的方法

1．单纯形法

当线性规划的决策变量只有两个时，可以用图解法求解，但是一般线性规划问题的解法，常用的是单纯形法。

单纯形法的基本思路是将可行域中某个基本可行解转换到一个新的可行解，同时使得目标函数的值有所改善。

用单纯形法求解线性规划时，应先把一般形式转换为标准形式再求解，即通过引进人工变量，将不等式约束变为等式约束，例如对于下面的优化问题：
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可将约束条件变为下面的形式：

[image: ]


2．大M法

大M法的求解线性规划的过程和单纯形法一样，不同的是对线性规划的一般形式的处理方式，大M法将线性规划
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转化成如下问题：
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3．变量有界单纯形法

前面介绍的几种算法都是基于自变量非负的假设，而实际的线性规划问题，其自变量往往只能在某个区间取值，即lb≤x≤ub。

即变量有界单纯形法如下形式的线性规划：
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 9.5.2　线性规划的实现

在MATLAB中，用于求解线性规划的函数是linprog，它的求解对象是如下一类线性规划问题：
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其中，A表示不等式约束的系数矩阵，Aeq表示等式约束的系数矩阵，b表示不等式约束的常向量，beq表示等式约束的常向量，lb、ub则表示自变量的上下范围。

linprog函数的调用格式如下。

x=linprog（f，A，b）：求解线性规划问题的minfT
 x，约束条件为Ax≤b。

x=linprog（f，A，b，Aeq，beq）：求解线性规划问题的minfT
 x，约束条件为Ax≤b，但增加等式约束的条件，即Aeq·x=beq；若不等式不存在，则令A=[]、b=[]。

x=linprog（f，A，b，Aeq，beq，lb，ub）：求解线性规划问题的minfT
 x，约束条件为Ax≤b及Aeq·x=beq，并定义变量x的下界lb与上界ub，使得x在该范围内；若等式不存在，则令Aeq=[]、beq=[]。

x=linprog（f，A，b，Aeq，beq，lb，ub，x0
 ）：求解线性规划问题minfT
 x，约束条件为Ax≤b及Aeq·x=beq，定义变量x的下界lb与上界ub，设置初值为x0
 。

x=linprog（f，A，b，Aeq，beq，lb，ub，x0
 ，options）：求解线性规划问题的minfT
 x，约束条件为Ax≤b及Aeq·x=beq，定义变量x的下界lb与上界ub，设置初值为x0
 ，用options指定的优化参数进行最小化。

[x，fval] = linprog（…）：返回解x处的目标函数值fval。

[x，fval，exitflag] = linprog（…）：返回值exitflag具有三种可能的情况，即0表示优化结果已经超过了函数的估计值或者已声明的最大迭代次数，1表示优化过程中变量收敛到最终结果x，-1表明优化结果不收敛。

[x，fval，exitflag，output] = linprog（…）：返回值output具有三个分量，即iterations是优化过程的迭代次数，cgiterations表示PCG迭代次数，algorithm是优化采用的运算规则。

[x，fval，exitflag，output，lambda] = linprog（…）：返回值lambda有4个分量，即ineqlin表示线性不等式约束条件，eqlin是线性等式约束条件，upper是变量的上界约束条件，lower是变量的下界约束条件。


【例9-11】
 　求解下面线性规划问题，
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其实现的MATLAB代码如下。


    >> f = [-5; -4; -6];
    A = [1 -1  1;3  2  4; 3  2  0];
    b = [20; 42; 30];
    lb = zeros(3,1);
    [x,fval,exitflag,output,lambda]=linprog(f,A,b,[],[],lb,[],[],optimset('Display','iter'))


运行程序，输出如下。


      Residuals:  Primal    Dual    Duality    Total
    Infeas    Infeas      Gap      Rel
                  A*x-b    A'*y+z-f    x'*z      Error
    ----------------------------------------------
      Iter    0:  1.13e+003 1.87e+001 2.62e+003 1.50e+003
      Iter    1:  1.64e+002 2.05e-015 4.34e+002 2.96e+000
      Iter    2:  2.95e-014 2.00e-015 7.92e+001 5.41e-001
      Iter    3:  5.02e-015 8.24e-015 7.70e+000 9.50e-002
      Iter    4:  7.79e-012 2.19e-015 7.74e-001 9.84e-003
      Iter    5:  4.16e-014 1.56e-015 2.01e-004 2.57e-006
      Iter    6:  1.00e-014 1.78e-015 2.01e-009 2.57e-011
    Optimization terminated.
    x =                    %x的最优解
        0.0000
      15.0000
        3.0000
    fval =            %目标函数的最优值
      -78.0000
    exitflag =    1  %表示函数收敛到最优解x
    output =        %优化算法的信息变量
            iterations: 6
              algorithm: 'large-scale: interior point'
          cgiterations: 0
                message: 'Optimization terminated.'
        constrviolation: 0
    lambda =            %Lagrange乘子
        ineqlin: [3x1 double]
          eqlin: [0x1 double]
          upper: [3x1 double]
          lower: [3x1 double]



【例9-12】
 　求解线性规划最大化问题。
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从该问题的表面上看，为一个最大化的线性问题，因此首先将原优化问题转化为求解最小化问题，转化后形式为
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其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    f=[3 1 1]';          %目标函数
    A=[1 -2 1;4 -1 -2];
    b=[1 -3]';
    Aeq=[2 0 -1];
    Beq=[-1];
    lb=zeros(3,1);      %优化变量的下限，无上限约束
    [x,fval,exitflag]=linprog(f,A,b,Aeq,Beq,lb)        %线性规划问题求解


运行程序，输出如下。


    Optimization terminated.
    x =
        0.0000
        1.0000
        1.0000
    fval =
        2.0000
    exitflag =
        1



【例9-13】
 　（生产问题）某工厂计划生产甲、乙两种产品，主要材料有钢材3500kg，铁材1800kg，专用设备能力2800台时，材料与设备能力的消耗定额及单位产品所获利润如表9-2所示，问如何安排生产，才能使该厂所获利润最大？


表9-2　材料与设备能力的消耗及单位产品所获利润
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首先建立模型，设甲、乙两种产品计划生产量分别为x1
 、x2
 （件），总的利润为f（x）（元）。求变量x1
 、x2
 的值为多少时，才能使总利润f（x）=80x1
 +125x2
 最大？

依题意可建立数学模型为
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因为linprog是求极小值问题，所以以上模型可变为
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根据上述模型，其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    F=[-80,-125];
    A=[8 5;6 4;4 5];
    b=[3500,1800,2800];
    lb=[0;0];ub=[inf;inf];
    [x,fval] = linprog(F,A,b,[],[],lb)  %线性规划问题求解


运行程序，输出如下。


    Optimization terminated.
    x =
        0.0000
      450.0000
    fval =
    -5.6250e+004


当决策变量x=（x1
 ，x2
 ）=（0，450）时，规划问题有最优解，此时目标函数的最小值是fval=56250，即当不生产甲产品，只生产乙产品450件时，该厂可获最大利润为56250元。


【例9-14】
 　（运输问题）设有两个建材厂C1
 和C2
 ，每年沙石的产量分别为35万吨和55万吨，这些沙石需要供应到W1
 、W2
 和W3
 三个建筑工地，每年建筑工地对沙石的需求量分别为26万吨、35万吨和26万吨，各建材厂到建筑工地之间的运费（万元/万吨）如表9-3所示，问题是应当怎么调运才能使得总运费最少？


表9-3　建材厂到建筑工地之间的运费
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假设xij
 代表建材厂Ci
 运往建筑工地Wj
 的数量（万吨），则各建材厂和工地之间的运量可用表9-4来表示。


表9-4　建材运送分配方案
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即总运费[image: ]
 。

即整个运输问题可写成如下形式：
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即求取满足约束条件的设计变量xij
 的值，使得总运费f最小。

调用linprog函数求解线性规划问题，代码如下。


    >> clear all;
    %目标函数
    c=[10 12 9 8 11 13]';
    %线性等式约束
    Aeq=[1 1 1 0 0 0;0 0 0 1 1 1;1 0 0 1 0 0;0 1 0 0 1 0;0 0 1 0 0 1];
    beq=[35 55 26 38 26];
    %设置变量的边界约束，无上界约束
    lb=[0 0 0 0 0 0]';
    ub=[inf inf inf inf inf inf]';
    %求最优解x和目标函数值fval，由于无等式约束，因此设置A=[],b=[]
    [x,fval,exitflag]=linprog(c,[],[],Aeq,beq,lb,ub)


运行程序，输出如下。


    Optimization terminated.
    x =    %最优解向量x
        0.0000
        9.0000
      26.0000
      26.0000
      29.0000
        0.0000
    fval =      %最优解向量x处的目标函数值
      869.0000
    exitflag =
        1



 9.6　整数规划问题

整数规划是线性规划的特殊形式，其决策变量只能取整数。在实际的决策过程中，一些变量只能取整才能有意义，例如人数、机器台数等。

整数规划的一般数学模型可表示为
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上述模型中，x为自变量，c和b为常数向量，A为矩阵。

由于整数规划的自变量取值组合是有限的，因此对于变量数目比较小时可以用穷举法来求得最优解，但是穷举法并不是求解整数规划的普遍方法。


 9.6.1　整数规划的方法

1．割平面法

割平面法有许多种类型，但它们的基本思想是相同的。Gomory割平面法首先求解非整数约束的线性规划，再选择一个不是整数的基变量，定义新的约束，增加到原来的约束中，新的约束缩小了可行域，但是保留了原问题的全部整数可行解。

2．分支定界法

分支定界法的基本思想是不断将可行域分割成小的集合，然后在小的集合上找整数最优解，在分割可行域时，整数解并不会丢失。假设求得某个整数规划对应的线性规划的最优解为[6.5，3.7]T
 ，则可将可行域分为如图9-13所示的4部分。

[image: ]
图9-13　分支定界法原理图



3．0-1规划

0-1规划是整数规划的一种特殊形式，其自变量只能取0或1两个值。其数学模型为
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由于自变量的取值非常有限，因此如果自变量个数不多，完全可用穷举法得到最优解。

对于变量个数比较多的情况，可以用隐枚举法求得最优解。与穷举法不同的是，隐枚举法只检查自变量取值组合的一部分，它通过找到的可行解不断改进目标值，于是它只检查优于目标值的取值组合，因此在应用隐枚举法前必须先给一个可行解。


 9.6.2　整数规划的实现

在MATLAB优化工具箱中，提供了函数bintprog来求解0-1整数规划，其优化模型为
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其中，f，b，beq为向量，A和Aeq为矩阵，而最优解为0、1组合而成的向量。函数bintprog的调用格式如下。

x=bintprog（f）：参数f为目标函数的系数矩阵。

x=bintprog（f，A，b）：参数A和b为整数规则的不等式约束条件。

x=bintprog（f，A，b，Aeq，beq）：参数Aeq和beq为整数规划的等式约束条件。

x=bintprog（f，A，b，Aeq，beq，x0
 ）：参数x0
 为函数优化解的初始值。

x=bintprog（f，A，b，Aeq，Beq，x0
 ，options）：参数options对优化过程进行一些参数设置。

[x，fval] = bintprog（…）：返回最优解x和最优解x处的函数值fval。

[x，fval，exitflag] = bintprog（…）：参数exitflag用于显示函数算法终止的状态。

[x，fval，exitflag，output] = bintprog（…）：参数output返回优化算法的输出参数，包括iterations（算法迭代的次数）、nodes（搜索到的节点数）、time（算法执行时间）、algorithm（使用的算法）和message（算法终止的原因）。


【例9-15】
 　求解0-1整数规划问题
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其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    f = [-9; -5; -6; -4];
    A = [6 3 5 2; 0 0 1 1; -1 0 1 0; 0 -1 0 1];
    b = [9; 1; 0; 0];
    [x,fval,exitflag,output] = bintprog(f,A,b)


运行程序，输出如下。


    Optimization terminated.
    x =
        1
        1
        0
        0
    fval =
      -14
    exitflag =
        1
    output =
              iterations: 12
                  nodes: 5
                    time: 0.8268
              algorithm: 'LP-based branch-and-bound'
          branchStrategy: 'maximum integer infeasibility'
        nodeSrchStrategy: 'best node search'
                message: 'Optimization terminated.'



【例9-16】
 　（新产品研制）某工厂计划试制4种新产品A、B、C、D。现有科研经费40万元，科技人员60名。各新产品的试制费用、所需科技人员及预期的年利润如表9-5所示。如果研制产品B必须先研制产品A，但产品A的研制与产品B无关。另外，该厂想至少研制其中的两种新产品。问决策者应怎样决定研制计划，使该厂获得利润最大？

表9-5　数据



	新产品
	试制费用/万元
	需科技人员/人
	利润/万元



	A
	10
	15
	5



	B
	15
	20
	10



	C
	15
	30
	12



	D
	10
	12
	3




根据所给定的问题，建立如下数学模型：
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为了利用0-1规划，将问题改为以下形式：
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利用bintprog函数求解0-1规划问题，代码如下。


    >> clear all;
    f=-[5 10 12 3]';
    a=[10 15 15 10;15 20 30 12];
    a=[a;-1 1 0 0;-1 -1 -1 -1];
    b=[40 60 0 -2]';
    [x,fval,exitflag]=bintprog(f,a,b,[],[])


运行程序，输出如下。


    Optimization terminated.
    x =
        1
        0
        1
        1
    fval =
      -20
    exitflag =
        1


由以上结果可得最优新产品试制计划为：试制新产品A，新产品C，新产品D，能使该厂获得最大利润为20万元。


【例9-17】
 　（资金分配问题）某企业在今后三年有5项工程考虑施工，每项工程的期望收入和年度费用如表9-6所示。假定每一项已经批准的工程要在整个三年内完成。企业应怎样选择工程，使企业总收入最大？


表9-6　数据

[image: ]


设决策变量为x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 ，根据所述问题，建立如下数据模型：

[image: ]


为了利用0-1规划，将问题改为以下形式：

[image: ]


利用bintprog函数求解0-1规划问题，代码如下。


    >> clear all;
    f=-[20 40 20 15 30]';
    a=[5 4 3 7 8;1 7 9 4 6;8 10 2 1 10];
    b=[25 25 25]';
    [x,fval,exitflag]=bintprog(f,a,b,[],[])


运行程序，输出如下。


    Optimization terminated.
    x =
        1
        1
        1
        1
        0
    fval =
      -95
    exitflag =
        1


由以上结果可知，企业选择第1、第2、第3、第4期工程，能获得最大收入95千元。


 9.7　二次规划问题

二次规划是指如下形式的优化问题：

[image: ]


其中，H为n×n的对称矩阵，Aeq和A为矩阵，x，beq，b为列向量。如果H为半正定矩阵，则称此规划为凸二次规划，否则为非凸规划，由于存在比较多的驻点，求解比较困难。

凸二次规划中比较简单的情况是等式约束凸二次规划，此时可用拉格朗日法求解，对于存在不等式约束的凸二次规划，其基本思想是把不等式约束转化为等式约束再求解。


 9.7.1　二次规划的方法

1．拉格朗日法

拉格朗日法是求解如下凸二次规划的方法：
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其主要思想是引入拉格朗日乘子，将约束条件转化到拉格朗日函数中，通过求解拉格朗日函数的极值来得到最优解。

2．起作用集法

当二次规划中出现不等式约束时，拉格朗日法就不适用了。对于如下的二次规划：
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可以用起作用集法来求解。起作用法在每步的迭代中，把起作用约束作为等式约束，然后可以用拉格朗日法求解，直到求得最优解。

3．路径跟踪法

路径跟踪法是求解二次规划：

[image: ]


的近似算法。

路径跟踪法每次的搜索方向都是近似最优方向，它通过引入中心路径的概念，将求最优解转化为求中心路径的问题。


 9.7.2　二次规划的实现

在MATLAB中，提供了quadprog函数用来求解如下所示的标准二次规划问题：

[image: ]


其中，H，A为矩阵，其他为向量。

quadprog函数的调用格式如下。

x=quadprog（H，f）：其中H为二次规划目标函数中的H矩阵，f为给定的目标函数。

x=quadprog（H，f，A，b）：其中H、f、A、b为标准形式中的参数，x为目标函数的最小值。

x=quadprog（H，f，A，b，Aeq，beq）：Aeq、beq满足等式约束条件Aeq·x=beq。

x=quadprog（H，f，A，b，Aeq，beq，lb，ub）：lb、ub分别为解x的下界与上界。

x=quadprog（H，f，A，b，Aeq，beq，lb，ub，x0
 ）：x0
 为设置的初始。

x=quadprog（H，f，A，b，Aeq，beq，lb，ub，x0
 ，options）：options为指定的优化参数。

x=quadprog（problem）：求解二次线性规划问题problem。

[x，fval] = quadprog（…）：fval为目标函数最优值。

[x，fval，exitflag] = quadprog（…）：exitflag为输出终止迭代的条件信息。

[x，fval，exitflag，output] = quadprog（…）：output为输出关于算法的信息，其为一个结构体变量。

[x，fval，exitflag，output，lambda] = quadprog（…）：lambda为Lagrange乘子。


【例9-18】
 　求解下面二次规划问题

[image: ]


先将目标函数以矩阵形式表示，即有

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    H = [1 -1; -1 2];
    f = [-2; -6];
    A = [1 1; -1 2; 2 1];
    b = [2; 2; 3];
    lb = zeros(2,1);
    opts = optimset('Algorithm','interior-point-convex','Display','iter');
    [x fval eflag output lambda] = quadprog(H,f,A,b,[],[],[],[],[],opts);
    x,fval,eflag,


运行程序，输出如下。


                                        First-order Total relative
      Iter        f(x)        Feasibility  optimality      error
        0  -7.500000e+000  0.000e+000  6.786e-001  1.411e+000
        1  -8.470985e+000  1.102e-001  7.480e-002  1.135e-001
        2  -8.205626e+000  0.000e+000  1.200e-002  5.377e-002
        3  -8.221991e+000  0.000e+000  6.833e-005  2.313e-004
        4  -8.222222e+000  0.000e+000  3.419e-008  1.157e-007
        5  -8.222222e+000  0.000e+000  1.710e-011  5.785e-011
    x =
        0.6667
        1.3333
    fval =
      -8.2222
    eflag =    1
    >> lambda.ineqlin
    ans =
        3.1111
        0.4444
        0.0000


在以上二次规划问题中，求得的最优解为（0.6667 1.3333），对应的函数数值为-8.2222，同时对应的拉格朗日系数为（3.1111，0.4444，0.0000）。


【例9-19】
 　使用quadprog函数求解二次规划

[image: ]


由题意有：

[image: ]


注意，此题中的H矩阵的行列式的值小于0。

其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    H=[2 -4;-4 4];
    f=[1;-1];
    A=[2 1;-1 2];
    b=[2;2];
    lb=[0;0];
    [x,fval,exitflag]=quadprog(H,f,A,b,[],[],lb)


运行程序，输出如下。


    Minimum found that satisfies the constraints.
    Optimization completed because the objective function is non-decreasing in
    feasible directions, to within the default value of the function tolerance,
    and constraints are satisfied to within the default value of the constraint tolerance.
    <stopping criteria details>
    x =
        0.6176
        0.7647
    fval =
      -0.4853
    exitflag =
        1


在输入参数时，如果H矩阵不对称，MATLAB会把H矩阵替换成[image: ]
 ，再求解，例如，代码如下。


    >> clear all;
    H=[2 -2;2 4];
    f=[1;-1];
    A=[2 1;-1 2];
    b=[2;2];
    lb=[0;0];
    [x,fval,exitflag]=quadprog(H,f,A,b,[],[],lb)


输出如下。


    Warning: Your Hessian is not symmetric. Resetting H=(H+H')/2.
    > In quadprog (line 324)
    Minimum found that satisfies the constraints.
    Optimization completed because the objective function is non-decreasing in
    feasible directions, to within the default value of the function tolerance,
    and constraints are satisfied to within the default value of the constraint tolerance.
    <stopping criteria details>
    x =
        0.0000
        0.2500
    fval =
      -0.1250
    exitflag =
        1


在第一个warning中指出了H矩阵不对称，并做了替换。



第10章　数学建模经典应用

数学模型一般是实际事物的一种数学简化。它常常是以某种意义上接近实际事物的抽象形式存在的，但它和真实的事物有着本质的区别。要描述一个实际现象可以有很多种方式，比如录音、录像、比喻、传言等。为了使描述更具科学性、逻辑性、客观性和可重复性，人们采用一种普遍认为比较严格的语言来描述各种现象，这种语言就是数学。使用数学语言描述的事物就称为数学模型。

数学建模是联系数学与实际问题的桥梁，是数学在各个领域广泛应用的媒介，是数学科学技术转化的主要途径，数学建模在科学技术发展中的重要作用越来越受到数学界和工程界的普遍重视，它已成为现代科技工作者必备的重要能力之一。


 10.1　数据拟合经典应用


【例10-1】
 　某城市在1900—1990年中，每隔10年统计一次该城市的人口数量，得到结果如下（单位：百万）：

75.995　91.972　105.711　123.203　131.669

150.697　179.323　203.212　226.505　249.633

对没有进行人口统计的年限的人口数量进行预测，分别使用不同的插值方法，其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    t = 1900:10:1990;
    p = [75.995  91.972  105.711  123.203  131.669…
        150.697  179.323  203.212  226.505  249.633];
    %使用不同的方法进行插值运算
    x = 1900:0.01:1990;
    yi_linear=interp1(t,p,x);
    yi_spline=interp1(t,p,x,'spline');
    yi_cubic=interp1(t,p,x,'cubic');
    yi_v5cubic=interp1(t,p,x,'v5cubic');
    %绘制对比图形
    subplot(2,1,1);
    plot(t,p,'ko');hold on;
    plot(x,yi_linear,'r','LineWidth',1.5);hold on
    plot(x,yi_spline,'y','LineWidth',1.5);
    grid on;    title('线性及样条插值');
    subplot(2,1,2);
    plot(t,p,'ko');hold on;
    plot(x,yi_cubic,'m','LineWidth',1.5);hold on
    plot(x,yi_v5cubic,'k','LineWidth',1);
    grid on;
    title('立方及V5立方插值');
    %创建新的图形窗口
    figure
    yi_nearest=interp1(t,p,x,'nearest');
    plot(t,p,'ko');hold on;
    plot(x,yi_nearest,'r','LineWidth',1.5);hold on
    grid on;
    title('最近邻插值方法');


运行程序，效果如图10-1和图10-2所示。

[image: ]
图10-1　利用不同的插值方法效果图



[image: ]
图10-2　使用最近邻插值效果



根据不同的插值方法，估计中间年限的人口数目，其实现的MATLAB代码如下。


    >> msg='      year    Cubic      Linear      Nearest      Spline';
    for i=0:8
    n=10*i;
    year=1905+n;
    pop(i+1,1)=year;
    pop(i+1,2)=yi_cubic((year-1900)/0.01+1);
    pop(i+1,3)=yi_linear((year-1900)/0.01+1);
    pop(i+1,4)=yi_nearest((year-1900)/0.01+1);
    pop(i+1,5)=yi_spline((year-1900)/0.01+1);
    end
    P=round(pop);
    disp(msg)
    disp(P)


运行程序，输出如下。


            year      Cubic        Linear    Nearest      Spline
            1905        84          84        92        85
            1915        99          99        106        98
            1925        115        114        123        115
            1935        127        127        132        128
            1945        140        141        151        139
            1955        165        165        179        165
            1965        192        191        203        192
            1975        215        215        227        215
            1985        238        238        250        238



【例10-2】
 　（薄膜渗透率的测定）某种医学用薄膜有允许一种物质的分子穿透它（从高浓度的溶液向低浓度的溶液扩散）的功能，在试制时需测定薄膜被这种分子穿透的能力。测定方法如下。

用面积为S的薄膜将容器分成体积分别为VA
 、VB
 的两部分（如图10-3所示），在两部分中分别注满该物质的两种不同浓度的溶液。此时，该物质分子就会穿过薄膜从高浓度溶液向低浓度溶液扩散。已知通过单位面积薄膜分子扩散的速度与膜两侧溶液的浓度差成正比，比例系数K表征了薄膜被该物质分子穿透的能力，称为渗透率。定时测量容器中薄膜某一侧的溶液浓度值，可以确定K的数值，试用数学建模的方法解决K值的求解问题。

[image: ]
图10-3　圆柱体容器被薄膜截面阻隔



根据需要，建立模型，步骤如下。

1．假设

（1）薄膜两侧的溶液始终是均匀的，即在任何时刻膜两侧的每一处溶液的浓度都是相同的。

（2）当两侧浓度不一致时，物质的分子穿透薄膜总是从高浓度溶液向低浓度溶液扩散。

（3）通过单位面积膜分子扩散的速度与膜两侧溶液的浓度差成正比。

（4）薄膜是双向同性的，即物质从膜的任何一侧向另一侧渗透的性能是相同的。

2．变量说明

（1）CA
 （t）、CB
 （t）表示t时刻膜两侧溶液的浓度；

（2）aA
 、aB
 表示初始时刻膜两侧溶液的浓度（单位：mg/cm3
 ）；

（3）K表示渗透率；

（4）VA
 、VB
 表示由薄膜阻隔的容器两侧的体积。

3．模型的建立

考察时段[t，t+Δt]薄膜两侧容器中该物质质量的变化。以窗口A侧为例，在该时段物质质量增加量为
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另一方面由渗透率的定义可知，从B侧渗透到A侧的该物质的质量为

[image: ]


由质量守恒定律，两者应该相等，于是有

[image: ]


两边同除Δt，令Δt→0，整理得

[image: ]


且注意到整个容器的溶液中含有该物质的质量应该不变，即有下式成立：

[image: ]


因此有

[image: ]


代入式（10-1）得

[image: ]


再利用初始条件CB
 （0）=aB
 ，解出

[image: ]


至此，问题归结为利用CB
 在时刻tj
 的测量数据Cj
 （j=1，2，…，N）来辨识参数K和aA
 、aB
 ，对应的数学模型变为求函数：

[image: ]


令[image: ]
 ，问题转化为求函数

[image: ]


4．求解参数

假设VA
 =VB
 =1000cm3
 ，S=10cm2
 ，对窗口B部分溶液浓度的测试如表10-1所示。


表10-1　容器B部分溶液测试浓度

[image: ]


此时极小化的函数为

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    tdata=linspace(100,1000,10);
    cdata=1e-5.*[454 499 535 565 590 610 626 639 650 659];
    x0=[0.2,0.05,0.05];
    opts=optimset('lsqcurvefit');
    opts=optimset(opts,'PrecondBandWidth',0);
    x=lsqcurvefit('curvefun',x0,tdata,cdata,[],[],opts)
    f=curvefun(x,tdata)
    plot(tdata,cdata,'ro',tdata,f,'m:');
    xlabel('时间');ylabel('浓度')


运行程序，输出如下，效果如图10-4所示。

[image: ]
图10-4　模型拟合曲线与溶液实际测试浓度




    Local minimum possible.
    lsqcurvefit stopped because the final change in the sum of squares relative to
    its initial value is less than the selected value of the function tolerance.
    <stopping criteria details>
    x =
        0.0063  -0.0034    0.2542
    f =
        0.0043  0.0051  0.0056  0.0059  0.0061  0.0062  0.0062  0.0063  0.0063  0.0063


进一步可求得aB
 =0.004mg/cm3
 ，aA
 =0.01mg/cm3
 。


 10.2　数据可视化

图形绘制是MATLAB的一项重要功能。通过绘图，可以把复杂、抽象的问题变得简单、直观，为问题的求解与结果的分析提供了便利。下面通过示例来演示MATLAB的绘图功能。


【例10-3】
 　利用MATLAB代码绘制卫星返回地球的动画示意图。


    >> clear all;
    a=12;b=9;
    T0=2*pi;                        %T0为轨道的周期
    T=5*T0;
    dt=pi/100;
    t=[0:dt:T]';
    f=sqrt(a^2-b^2);        %地球与另一焦点的距离
    th=12.5*pi/180;          %未经轨道与x-y平面的倾角
    e=exp(-t/20);            %轨道收缩率
    x=e.*(a*cos(t)-f);
    y=e.*(b*cos(th)*sin(t));
    z=e.*(b*sin(th)*sin(t));
    plot3(x,y,z,'r');      %绘制全程轨迹
    hold on;
    sphere(25);          %绘制地球
    axis off;
    title('卫星返回地球显示图');
    x1=-18*T0; x2=6*T0;
    y1=-12*T0;y2=12*T0;
    z1=-6*T0; z2=6*T0;
    axis([x1 x2 y1 y2 z1 z2]);
    axis equal;
    comet3(x,y,z,0.02);      %绘制运动轨线
    hold off;
    set(gcf,'color','w');    %把图背景设置为白色


运行程序，效果如图10-5所示。

[image: ]
图10-5　卫星返回地球效果图




【例10-4】
 　（车灯光源投影区域的绘制）2002年CUMCM的A题，其中的一个要求是绘制投影区域。需要先建立车灯投影的数学模型，然后再根据模型绘出投影效果图。在此仅给出一段绘制投影区域的MATLAB程序，以说明绘图技术在建模比赛中的重要性及使用程序绘图的方便。

利用MATLAB，根据得到的线光源长度，用投点法可绘制出测试屏上反射光的亮区，代码如下。


    >> clear all;
    p=0.03;
    x=25.0216;
    for y1=-0.002:0.00004:0.002
        y0=(-0.036:0.001:0.036)'*ones(1,73);
        z0=ones(73,1)*(-0.036:0.001:0.036);
        x0=(y0.^2+z0.^2)/(2*p);
        xn=(p^3+4*x0*2*p.*x0+p*(-4*y1*y0+3*2*p*x0))./(2*(p^2+2*p*x0));
        yn=(2*p*x0.*y0+p^2*(-y1+y0)+y1*(y0.^2-z0.^2))./(p^2+2*p*x0);
        zn=(p^2+2*p*x0+2*y1*y0).*z0./(p^2+2*p*x0);
        y=y0+(yn-y0).*(x-x0)./(xn-x0);
        z=z0+(zn-z0).*(x-x0)./(xn-x0);
        plot(y,z,'b.');
        xlabel('y(m)');
        ylabel('z(m)');
        hold on;
    end


运行程序，效果如图10-6所示。

[image: ]
图10-6　反射光在测试屏上的亮区模拟图




 10.3　云模型

云模型是由中国工程院院士李德毅提出的，用于处理定性概念与定量描述的不确定转换模型。云模型已成功地应用到自然语言处理、数据挖掘、决策分析、智能控制、图像处理等众多领域。


 10.3.1　云模型基础知识

“云”或“云滴”（Cloud）是云模型的基本单元，所谓“云”是指其在论域上的一个分布，可以用联合概率的形式来类比。

1．云模型定义

设X是一个普通集合。X=｛x｝称为论域。关于论域X中的模糊集合[image: ]
 ，是指对于任意元素x都存在一个有稳定倾向的随机数[image: ]
 ，叫作x对[image: ]
 的隶属度。如果论域中的元素是简单有序的，则X可以看作是基础变量，隶属度在X上的分布叫作隶属云；如果论域中的元素不是简单有序的，而根据某个法则f，可将X映射到另一个有序的论域X′上，X′中有一个且只有一个x′和x对应，则X′为基础变量，隶属度在X′上的分布叫作隶属云。

2．数字特征

云模型用以下三个数据来表示其特征。

期望Ex：云滴在论域空间分布的期望，是最能够代表定性概念的点，是这个概念量化的最典型样本。

熵En：“熵”这一概念最初是作为描述热力学的一个状态参量，此后又被引入统计物理学、信息论、复杂系统等，用以度量不确定的程度。在云模型中，熵代表定性概念的可度量粒度，熵越大，通常概念越宏观，也是定性概念不确定性的度量，由概念的随机性和模糊性共同决定。一方面，En是定性概念随机性的度量，反映了能够代表这个定性概念的云滴的离散程度；另一方面，又是定性概念亦此亦彼性的度量，反映了在论域空间可被概念接受的云滴的取值范围。用同一个数字特征来反映随机性和模糊性，也必然反映它们之间的关联性。

超熵He：熵的不确定性度量，即熵的熵，由熵的随机性和模糊性共同决定。反映了每个数值隶属这个语言值程度的凝聚性，即云滴的凝聚程度。超熵越大，云的离散程度越大，隶属度的随机性也随之增大，云的厚度也越大。

3．云发生器

云有两种发生器：正向云发生器和逆向云发生器，分别用来生成足够的云滴和计算云滴的云数字特征（Ex，En，He）。

1）正向云发生器

正向云发生器（Forward Cloud Generator）是从定性概念到其定量表示的映射，它根据云的数字特征（Ex，En，He）产生云熵，每个云熵都是该概念的一次具体实现。

一维正向云发生器的过程如图10-7所示。

[image: ]
图10-7　一维正向云发生器过程图



一维正向云发生器的算法实现如下。

输入：表示定型概念A的三个数字特征值Ex，En，He以及云滴数N。

输出：N个云滴的定量值，以及每个云滴代表概念A的确定度。

实现步骤如下。

（1）产生一个期望值为Ex，方差为En的正态随机数xi
 ；

（2）产生一个期望值为En，方差为He的正态随机数En'；

（3）计算：[image: ]
 ；

（4）令（xi
 ，yi
 ）为一个云滴，它是该云表示的语言值在数量上的一次具体实现，其中x为定性概念在论域中的这一次对应的数值，yi
 为属于这个语言值的程度的量度；

（5）重复步骤（1）到步骤（4），直到产生满足要求数目的云滴数。

2）逆向云发生器

逆向云发生器（Backward Cloud Generator）是实现定量值到定性概念的转换模型。它可以将一定数量的精确数据转换为以数字特征（Ex，En，He）表示的定性概念。

一维逆向云发生器的过程如图10-8所示。

[image: ]
图10-8　一维逆向云发生器过程图



一维逆向云发生器的算法实现如下。

输入：N个云滴的定量值及每个云滴代表概念的确定度（xi
 ，yi
 ）。

输出：这N个云滴表示的定性概念A的期望值Ex、熵En和超熵He。

其实现步骤如下。

（1）由xi
 计算这组数据的样本均值[image: ]
 ，一阶样本绝对中心矩[image: ]
 ，样本方差[image: ]
 ；

（2）由（1）可得期望[image: ]
 ；

（3）同时由样本均值可得熵[image: ]
 ；

（4）由（1）中的样本方差和（3）中的熵可得[image: ]
 。


 10.3.2　云模型的实现


【例10-5】
 　男子气步枪60发比赛的4组选手的成绩如表10-2所示，通过分析选出一位发挥最出色的选手。


表10-2　男子气步枪60发比赛的成绩表

[image: ]
 [image: ]


根据云模型的原理，编写云滴的子程序，代码如下。


    function [x,y,Ex,En,He]=cloud_fun(y_spor,n)
    %x表示云滴； y表示隶属度(此处为钟型隶属度)，意义是度量倾向的稳定程度； 
    %Ex云模型的数字特征，表示期望； En云模型的数字特征，表示熵； He云模型的数字特征，表示超熵
    %通过统计数据样本计算云模型的数字特征
    Ex=mean(y_spor);
    En=mean(abs(y_spor-Ex)).*sqrt(pi./2);
    He=sqrt(var(y_spor)-En.^2);
    %通过云模型的数学特征还原更多的"云滴"
    for q=1:n
        Enn=randn(1).*He+En;
        x(q)=randn(1).*Enn+Ex;
        y(q)=exp(-(x(q)-Ex).^2./(2.*Enn.^2));
    end
    x;y;


实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %每幅图生成N个云滴
    N=1500;
    %射击成绩原始数据，这里数据按列存储，所以要存储
    Y=[9.5  10.3  10.1  8.1;10.3  9.7  10.4  10.1;10.6  8.6  9.2  10.0;…
        10.5  10.4  10.1  10.1;10.9  9.8  10.0  10.1;10.6  9.8  9.7  10.0;…
        10.4  10.5  10.6  10.3;10.1  10.2  10.8  8.4;9.3  10.2  9.6  10.0;…
        10.5  10.0  10.7  9.9]';
    for i=1:size(Y,1)
        subplot(size(Y,1)/2,2,i)
        %调用函数
        [x,y,Ex,En,He]=cloud_fun(Y(i,:),N);
        plot(x,y,'r.');
        xlabel('射击成绩分布/环');
        ylabel('确定度');
        title(strcat('第',num2str(i),'人射击云模型还原图谱'));
        %控制坐标轴的范围
        %统一坐标轴范围才会在云模型形态上具有可比性
        axis([8,12,0,1]);
    end


运行程序，效果如图10-9所示。

[image: ]
图10-9　云模型图谱



在分析如图10-9所示的云模型图谱前，先明确分析的维度及其意义。首先是云模型的期望；其次是确定度（隶属度），表示倾向的稳定程度，在图谱上表现出来就是云滴是否集中；最后就是离群程度，也就是随机性。显然第2位和第4位射击手环数分布跨度较大，基本在8环和9环之间都有很显著的分布倾向，且第4位射击手更差，期望Ex位于10环的左侧。第1位和第3位射击手比起来，第3位射击手云滴凝聚抱合程度更高，所以可以认为第3位射击手在本次射击比赛中表现更为出色一些。

为了更方便理解，在此介绍一下这次射击比赛的“确定度”如何理解。比如射击成绩可能是10.1环、10.2环和10.3环，打在耙上不同位置会有不同的环数，但是这里有一个模糊性的事件在于，某一次射击成绩看起来像10.2环，也像10.3环，究竟是10.2环还是10.3环就看更倾向哪一个，其位置更靠近10.2环就会被判定10.2环，更接近10.3环自然算作10.3环。这个倾向程度就是“确定度”和“隶属度”。


 10.4　运动轨迹建模


【例10-6】
 　分析狗运动的轨迹。在一个广场上，一个人正在以匀速vm
 沿一直线跑步。此时一只狗从某一位置开始以速度vd
 时刻瞄准人开始追赶，如图10-10所示。

[image: ]
图10-10　狗追人模型图



问题的关键在于狗的运动方向在不断地变化，这里考虑建立一个动画模拟这个过程。本问题中的参数有4个，即初始时人和狗的位置pm
 和pd
 ，以及它们的速度。

根据上面的分析，假定人的运动速度为2.5m/s，狗的速度为3m/s，其实现的模块代码如下。


    >>clear all;
    zm=i;                       %人的位置
    zd=8+5i;                    %狗的位置
    vm=2.5;                     %人的速度
    vd=3;                       %狗的速度
    dt=0.02;                    %时间间隔
    A=0;                        %设置人运动的方向
    pm=plot(zm,'ro');           %绘制人的位置
    hold on;
    pd=plot(zd,'k');            %绘制狗运动的轨迹
    axis([0,8,0,5]);            %设置坐标轴范围
    while abs(zm(end)-zd(end))>0.01; %循环计算狗的运动轨迹
        At=angle(zm-zd(end));   %计算狗当前运动的方向
        zd=[zd,zd(end)+exp(i*At)*vd*dt];      %计算狗在下一时刻的位置
        zm=zm+exp(i*A)*vm*dt;     %计算下一时刻人的位置
        set(pm,'xdata',real(zm),'ydata',imag(zm));    %更新人的位置
        set(pd,'xdata',real(zd),'ydata',imag(zd));    %更新狗的运动轨迹
        pause(0.2);      %暂停0.2秒来显示动画效果
    end
    set(gcf,'Color','w');      %设置图形背景为白色


运行程序，效果如图10-11所示。

[image: ]
图10-11　狗追人时，狗的运动轨迹



可以进一步考虑狗取不同速度时的结果，编写关于人与狗不同速度的trace函数，其代码如下。


    function trace(vm,vd);
    zm=i;                             %人的位置
    zd=8+5i;                          %狗的位置
    % vm=3;                           %人的速度
    % vd=3.5;                         %狗的速度
    dt=0.02;                          %时间间隔
    A=0;                              %设置人运动的方向
    pm=plot(zm,'ko');                 %绘制人的位置
    hold on;
    pd=plot(zd,'k');                  %绘制狗运动的轨迹
    while abs(zm(end)-zd(end))>0.01;     %循环计算狗的运动轨迹
        At=angle(zm-zd(end));     %计算狗当前运动的方向
        zd=[zd,zd(end)+exp(i*At)*vd*dt];    %计算狗在下一时刻的位置
        zm=zm+exp(i*A)*vm*dt;       %计算下一时刻人的位置
        set(pm,'xdata',real(zm),'ydata',imag(zm));     %更新人的位置
        set(pd,'xdata',real(zd),'ydata',imag(zd));     %更新狗的运动轨迹
        pause(0.2);     %暂停0.2秒来显示动画效果
    end
    axis([0,max(real(zd)),0,5]);     %设置坐标轴范围


在命令窗口中输入以下代码来计算不同狗速度的轨迹效果图。


    >> clear all;
    s1=subplot(1,3,1);trace(2.5,3.1);    %绘制狗的速度为3.1m/s时的轨迹
    xlabel('(a)狗的速度为3.1m/s时的速度');
    s2=subplot(1,3,2);trace(2.5,3.6);    %绘制狗的速度为3.6m/s时的轨迹
    xlabel('(b)狗的速度为3.6m/s时的速度');
    s3=subplot(1,3,3);trace(2.5,3.9);    %绘制狗的速度为3.9m/s时的轨迹
    xlabel('(c)狗的速度为3.9m/s时的速度');
    axis(s,'square');


运行程序，效果如图10-12所示。
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图10-12　狗速度不同时狗运动的轨迹效果



当人运动的轨迹是圆时，狗运动时所留下的轨迹以如下代码实现。


    >>clear all;
    vm=2.5;   %人的速度
    vd=3;     %狗的速度
    zm=6i;    %人的位置
    zd=0;     %狗的位置
    dt=0.02;  %时间间隔
    A=0;     %设置开始时人运动的方向
    R=abs(zm);     %圆轨迹的半径
    dA=vm*dt/R;     %角速度
    pm=plot(zm,'ro');     %绘制人的位置
    hold on;
    pd=plot(zd,'k');    %绘制狗运动的轨迹
    axis([-R,R,-R,R],'square');     %设置坐标轴范围
    while abs(zm(end)-zd(end))>0.01;     %循环计算狗的运动轨迹,狗追上人,它们都停止运动
        At=angle(zm-zd(end));     %计算狗当前运动的方向
        zd=[zd,zd(end)+exp(i*At)*vd*dt];     %计算狗在下一时刻的位置
        A=A+dA;     %更新角度值
        zm=R*exp(i*A);     %计算下一时刻人的位置
        set(pm,'xdata',real(zm),'ydata',imag(zm));     %更新人的位置
        set(pd,'xdata',real(zd),'ydata',imag(zd));     %更新狗的运动轨迹
        pause(0.2);     %暂停0.2秒来显示动画效果
    end


运行程序，效果如图10-13所示。

[image: ]
图10-13　狗运动的轨迹



上面介绍了人沿着直线或圆运动的情况，这两种情况可以用匀速线速度与角速度来更新人的位置。如果人运动的轨迹不是这样的轨迹，比如方形，又该如何分析呢？需要明确的是如何从人运动的速度来计算人的位置。这里通过计算人走过路途的长度来确定人的位置，假定开始时人处于[0，L]，其中L为方向的半边长。

在这里假定人开始时位于（L，L）点处。设人跑过的长度为S，下面考虑根据S确定人处于何处的计算方法。人在方形轨道上是一个周期性运动，S可以对其周期8L进行模（mod）计算，即St
 =mod（S，8L），其中St
 ∈[0，8L）。

这样St
 就是一个周期内的长度了。根据St
 分属区间的不同可以得到如下一个分段函数：

[image: ]


即同一条边上可以根据St
 计算得到确定的坐标值，上面的表达式是分段函数。其中，re表示St
 和2L相除的余数，用MATLAB语句表示即为re=rem（St
 ，2L）。根据上面的分析，给出这种情况的实现代码如下。


    >>         %方形轨道
    clear all;
    vm=3;            %人的速度
    vd=3.05;         %狗的速度
    L=8;             %圆轨迹的半径
    zm=L+L*i;    %人的位置
    S=0;         %初始时人走过的距离
    zd=0;        %狗的位置
    dt=0.02;     %时间间隔
    pm=plot(zm,'ko');     %绘制人的位置
    hold on;
    pd=plot(zd,'k');    %绘制狗运动的轨迹
    P=[L,-L,-L,L];
    axis([-(L+1),(L+1),-(L+1),(L+1)],'square');     %设置坐标轴范围
    while abs(zm-zd(end))>0.01;     %循环计算狗的运动轨迹,狗追上人,它们都停止运动
        At=angle(zm-zd(end));     %计算狗当前运动的方向
        zd=[zd,zd(end)+exp(i*At)*vd*dt];    %计算狗在下一时刻的位置
        S=S+dt*vm;     %更新角度值
        St=mod(S,8*L);     %计算变量St的数值
        re=rem(St,L*2);     %计算St和2L相除的余数
        n=fix(St/2/L);     %计算St和2L相除的商数
        switch n;
            case 0;
                x=L-re;     %人处于上面一条边上的x轴坐标值
                y=L;     %人处于上面一条边上的y轴坐标值
            case 1;
                x=-L;     %人处于左面一条边上的x轴坐标值
                y=L-re;     %人处于左面一条边上的y轴坐标值
            case 2;
                x=re-L;     %人处于下面一条边上的x轴坐标值
                y=-L;     %人处于下面一条边上的y轴坐标值
            case 3;
                x=L;     %人处于右面一条边上的x轴坐标值
                y=re-L;     %人处于右面一条边上的y轴坐标值
        end
        zm=x+i*y;     %得到下一时刻人的位置
        set(pm,'xdata',real(zm),'ydata',imag(zm));               %更新人的位置
        set(pd,'xdata',real(zd),'ydata',imag(zd));               %更新狗的运动轨迹
        pause(0.2);               %暂停0.2秒来显示动画效果
    end
    set(gcf,'Color','w');


运行程序，效果如图10-14（a）所示。

[image: ]
图10-14　人沿方形轨道时狗的运动轨迹



当把前面程序中的“zm=L+L*i”与“S=0”换为“zm=L*i”与“S=L”时，就可以模拟人初时位于（0，L）这一点开始的运动情况，即狗的运动轨迹如图10-14（b）所示。


 10.5　模拟退火问题

模拟退火（Simulated Annealing，SA）是一种通用概率算法，用来在一个大的搜寻空间内找寻命题的最优解。其是源于对热力学中退火过程的模拟，在某一给定初温下，通过缓慢下降温度参数，使算法能够在多项式时间内给出一个近似最优解。退火与冶金学上的“退火”相似，而与冶金学中的淬火有很大区别，前者是温度缓慢下降，后者是温度迅速下降。


 10.5.1　模拟退火基本定义

1．基本思想

在把模拟退火算法应用于最优化问题时，一般可以将温度T当作控制参数，目标函数值f视为内能E，而固体在某温度T时的一个状态对应的一个解xi
 。然后算法试图随着控制参数T的降低，使目标函数值f（内能E）也逐渐降低，直到趋于全局最小值（退火中低温时的最低能量状态），就像固体退火过程一样。

2．参数说明

退火过程由一组初始参数，即冷却进度表控制，它的核心是尽量使系统达到准平衡，以使算法在有限的时间内逼近最优解。冷却进度表包括以下内容。

（1）控制参数的初值T0
 ：冷却开始的温度。

（2）控制参数T的衰减函数：因计算机能够处理的都是离散数据，因此需要把连续的降温过程转换成降温过程中的一系列温度点，衰减函数即计算这一系列温度的表达式。

（3）控制参数T的终值Tf
 （停止准则）。

（4）Markov链的长度：任一温度T的迭代次数。

3．算法基本步骤

实现退火算法的基本步骤如下。

（1）令T=T0
 ，即开始退火的初始温度，随机生成一个初始解x0
 ，并计算相应的目标函数值E（x0
 ）。

（2）令T等于冷却进度表中的下一个值Ti
 。

（3）根据当前解xi
 进行扰动，产生一个新解xj
 ，计算相应的目标函数值E（xj
 ），得到ΔE=E（xj
 ）-E（xi
 ）。

（4）如果ΔE<0，则新解xj
 被接受，作为新的当前解；如果ΔE>0，则新解xj
 按概率[image: ]
 接受，Ti
 为当前温度。

（5）在温度Ti
 下，重复Lk
 次的扰动和接受过程，即执行步骤（3）与（4）。

（6）判断T是否已达到Tf
 ，是，则终止算法；否，则转到步骤（2）继续执行。

算法实质分为两层循环，在任一温度随机扰动产生新解，并计算目标函数值的变化，决定是否被接受。由于算法初始温度比较高，这样，使E增大的新解在初始时也可能被接受，因而能跳出局部极小值，然后通过缓慢地降低温度，算法就最终可能收敛到全局最优解。还有一点要说明的是，虽然在低温时接受函数已经非常小，但仍不排除有接受更差的解的可能，因此一般都会把退火过程中碰到的最好的可行解（历史最优解）也记录下来，与终止算法前后一个被接受解一并输出。

4．术语说明

为了更好地实现模拟退火算法，在个人的经验之外，还需注意以下几方面。

1）状态表达

SA算法中优化问题的一个解模拟了（或说可以想象为）退火过程中固体内部的一种粒子分布情况。这里状态表达即指实际问题的解（即状态）如何以一种合适的数学形式被表达出来，它应当适用于SA的求解，又能充分表达实际问题，这需要仔细地设计。

2）新解的产生

新解产生机制的基本要求是能够尽量遍及解空间的各个区域，这样，在某一恒定温度不断产生新解时，就可能跳出当前区域的界限以搜索其他区域，这是模拟退火算法能够进行广域搜索的一个重要条件。

3）收敛的一般性条件

收敛到全局最优的一般性条件如下。

（1）初始温度足够高；

（2）热平衡时间足够长；

（3）终止温度足够低；

（4）降温过程足够缓慢。

但上述条件在应用中很难同时满足。

4）参数的选择

（1）控制参数T的初值T0
 。

求解全局优化问题的随机搜索算法一般都采用大范围的粗略搜索与局部的精细搜索相结合的搜索策略。只有在初始的大范围搜索阶段找到全局最优解所在的区域，才能逐渐缩小搜索的范围，最终求出全局最优解。模拟退火算法是通过控制参数T的初值T0
 和其衰减变化过程来实现大范围的粗略搜索与局部的精细搜索。一般来说，只有足够大的T0
 才能满足算法要求（但对不同的问题“足够大”的含义也不同，有的可能T0
 =100就可以，有的则要1010）。在问题规模较大时，过小的T0
 往往导致算法难以跳出局部陷阱而达不到全局最优。但为了减少计算量，T0
 不宜取得过大，而应与其他参数折中选取。

（2）控制参数T的衰减函数。

衰减函数可以有多种形式，一个常用的衰减函数是

[image: ]


其中，α为一个常数，可以取为0.5～0.99，它的取值决定了降温的过程。小的衰减量可能导致算法进程迭代次数的增加，从而使算法进程接受更多的变换，访问更多的邻域，搜索更大范围的解空间，返回更好的最终解。同时由于在Tk
 值上已经达到准平衡，则在Tk+1
 时只需少量的变换就可以达到准平衡。这样就可选取较短长度的Markov链来减少算法时间。

（3）Markov链长度的选取原则是：在控制参数T的衰减函数已选定的前提下，Lk
 应能使在控制参数T的每一取值上达到准平衡。从经验上来说，对简单的情况可以令Lk
 =100n，n为问题规模。

算法停止准则：对Metropolis准则中的接受函数[image: ]
 分析可知，在T比较大的高温情况下，指数上的分母比较大，而这是一个负指数，所以整个接受函数可能会趋于1，即比当前解xi
 更差的新解xj
 也可能被接受，因此就有可能跳出局部界限而进行广域搜索，去搜索解空间的其他区域；而随着冷却的进行，T减小到一个比较小的值时，接受函数分母小了，整体也小了，即难以接受比当前解更差的解，也就是不太容易跳出当前的区域。如果在高温时，已经进行了充分的广域搜索，找到了可能存在最好解的区域，而在低温再进行足够的局部搜索，则可能最终找到全局最优了。因此，一般Tf
 应设为一个足够小的正数，比如0.01～5，但这只是一个粗糙的经验。


 10.5.2　退火算法的实现

本节用经典的旅行商问题来说明如何用MATLAB实现模拟退火算法的应用。


【例10-7】
 　根据TSP（Traveling Salesman Problem，组合优化问题）需要，其实现的设计步骤如下。

1．TSP的解空间与初始解

TSP的解空间S是遍访每个城市恰好一次的所有回路，是所有城市排列的集合。TSP的解空间S可表示为｛1，2，…，n｝的所有排列的集合，即
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其中，每一个排列Si
 表示遍访n个城市的一个路径，ci
 =j表示第i次访问城市j。模拟退火算法的最优解和初始状态没有强的依赖关系，因此初始解为随机函数生成的一个｛1，2，…，n｝的随机排列S0
 。

2．目标函数

TSP的目标函数即为访问所有城市的路径总长度，也称为代价函数：

[image: ]


TSP的求解就是通过模拟退火算法求出目标函数C（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ）的最小值，相应地，[image: ]
 即为TSP的最优解。

3．新解产生

新解的产生对问题的求解非常重要。新解可通过分别或交替使用以下两种方法来产生。

（1）二变换法：任选序号u，v（设u<v<n），交换u和v之间的访问顺序。

（2）三变换法：任选序号u，v，w（设u≤v<w），将u和v之间的路径插到w之后访问。

4．目标函数差

计算变换前的解和变换后目标函数的差值：

[image: ]


5．Metropolis接受准则

以前新解与当前解的目标函数差定义接受概率，即

[image: ]


6．MATLAB实现

在此以TSPLIB的berlin52为例进行说明，berlin52有52座成都市，其坐标数据如表10-3所示（也可以从TSPLIB的网站下载）。


表10-3　52座城市的坐标

[image: ]


其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    a=0.99;              %温度衰减函数的参数
    t0=97; tf=3;t=t0;
    Markov_length=10000;  %Markov链长度
    coordinates=[1565575;225185;3345750;4945685;5845655;6880660;725230;…
    85251000;95801175;106501130;111605620;121220580;131465200;1415305;…
    15845680;16725370;17145665;18415635;19510875;20560365;21300465;22520585;…
    23480415;24835625;25975580;261215245;271320315;281250400;29660180;…
    30410250;31420555;32575665;3311501160;34700580;35685595;36685610;37770610;…
    38795645;39720635;40760650;41475960;4295260;43875920;44700500;45555815;…
    46830458;471170 65;48830610;49605625;50595360;511340725;521740245];
    coordinates(:,1)=[];
    amount=size(coordinates,1);  %城市的数目
    %通过向量化的方法计算距离矩阵
    dist_matrix=zeros(amount,amount);
    coor_x_tmp1=coordinates(:,1)*ones(1,amount);
    coor_x_tmp2=coor_x_tmp1';
    coor_y_tmp1=coordinates(:,2)*ones(1,amount);
    coor_y_tmp2=coor_y_tmp1';
    dist_matrix=sqrt((coor_x_tmp1-coor_x_tmp2).^2+(coor_y_tmp1-coor_y_tmp2).^2);
    
    sol_new=1:amount;          %产生初始解
    %sol_new是每次产生的新解； sol_current为当前解； sol_best为冷却中的最好解
    E_current=inf;
    E_best=inf;
    sol_curent=sol_new;  %E_curent为当前解对应的回路距离
    sol_best=sol_new;  %E_best为最优解
    p=1;
    
    while t>=tf
        for r=1:Markov_length
            %产生随机扰动
            if(rand<0.5)  %随机决定是进行两交换还是三交换
                %两交换
                ind1=0;
                ind2=0;
                while(ind1==ind2)
                    ind1=ceil(rand.*amount);
                    ind2=ceil(rand.*amount);
                end
                tmp1=sol_new(ind1);
                sol_new(ind1)=sol_new(ind2);
                sol_new(ind2)=tmp1;
            else
                %三交换
                ind1=0;
                ind2=0;
                ind3=0;
                while(ind1==ind2)‖(ind1==ind3)‖(ind2==ind3)‖(abs(ind1-ind2)==1)
                    ind1=ceil(rand.*amount);
                    ind2=ceil(rand.amount);
                    ind3=ceil(rand.*amount);
                end
                tmp1=ind1;
                tmp2=ind2;
                tmp3=ind3;
                %确保ind1<ind2<ind3
                if(ind<ind2)&&(ind2<ind3);
                elseif (ind1<ind3)&&(ind3<ind2)
                    ind2=tmp3;ind3=tmp2;
                elseif(ind2<ind1)&&(ind1<ind3)
                    ind1=tmp2;ind2=tmp1;
                elseif(ind2<ind3)&&(ind3<ind1)
                    ind1=tmp2;ind2=tmp3;ind3=tmp1;
                elseif(ind3<ind1)&&(ind1<ind2)
                    ind1=tmp3;ind2=tmp1;ind3=tmp2;
                elseif(ind3<ind2)&&(ind2<ind1)
                    ind1=tmp3;ind2=tmp2;ind3=tmp1;
                end
    
                tmplist1=sol_new((ind1+1):(ind2-1));
                sol_new((ind1+1):(ind1+ind3-ind2+1))=sol_new((ind2):(ind3));
                sol_new((ind1+ind3-ind2+2):ind3)= tmplist1;
            end
    
            %检查是否满足约束
            %计算目标函数值(即内能)
            E_new=0;
            for i=1:(amount-1)
                E_new=E_new+dist_matrix(sol_new(i),sol_new(i+1));
            end
            %再算上从最后一个城市到第一个城市的距离
            E_new=E_new+dist_matrix(sol_new(amount),sol_new(1));
    
            if E_new<E_current
                E_current=E_new;
                sol_current=sol_new;
                if E_new<E_best
                    %把冷却过程中最好的解保存下来
                    E_best=E_new;
                    sol_best=sol_new;
                end
            else
                %如果新的目标函数值小于当前解，则仅以一定概率接受新解
                if rand<exp(-(E_new-E_current)./t)
                    E_current=E_new;
                    sol_current=sol_new;
                else
                    sol_new=sol_current;
                end
            end
        end
        t=t.*a;      %控制参数t(温度)减少为原来的a倍
    end
    disp('最优解为： ')
    disp(sol_best)
    disp('最短距离： ')
    dips('E_best')


运行程序，输出如下。

最优解为：


    Columns 1 through 15
    17  21  42  7  2  30  23  20  50  29  16  46  44  34  35
    Columns 16 through 30
    36  39  40  37  38  48  24  5  15  6  4  25  12  28  27  26
    Columns 31 through 45
    47  13  14  52  11  51  33  43  10  9  8  41  19  45  32
    Columns 46 through 52
    49  1  22  31  18  3


最短距离为：


    7.5444e+003



 10.6　遗传因素问题

在常染色体遗传中，后代是从父母体的基因对中各继承一个基因，形成自己的基因型。如果所考虑的遗传特征是由两个基因A与a控制，那么就有三种基因型，表10-4给出父母基因型的所有可能组合使其后代形成每种基因对的概率。


表10-4　基因遗传概率

[image: ]



【例10-8】
 　设动物某种遗传病染色体的正常基因为A，不正常基因为a，那么AA，Aa，aa分别表示正常动物、隐性患者、显性患者。设初始分布为95％正常人，5％的隐性患者，无显性患者。考虑下列两种配对方案对后代该遗传病基因型分布的影响。

（1）同类基因结合，均可繁殖；

（2）显性患者不允许繁殖，隐性患者必须与正常动物结合繁殖。

先考虑（1），设初始分布为[image: ]
 ，第n代分布为[image: ]
 ，2，…。令

[image: ]


那么，

[image: ]


实现（1）的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[1 0.25 0;0 0.5 0;0 0.25 1];
    x=[0.95 0.05 0]';
    for i=2:15,
        x=A*x;
    end
    x15=x            %15代以后患者


运行程序，输出如下。


    x15 =
        0.9750
        0.0000
        0.0250


可见，按（1），15代以后，将出现2.5％的稳定显性患者。

类似地，对于（2），状态转移矩阵变为[image: ]
 ，其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    A=[1 0.5 0;0 0.5 0;0 0 0];
    x=[0.95 0.05 0]';
    for i=2:15,
        x=A*x;
    end
    x15=x            %15代以后患者


运行程序，输出如下。


    x15 =
        1.0000
        0.0000
            0


由以上结果可知，15代以后，不但不会出现显性患者，更令人高兴的是，连隐性患者也趋于消失。这个例子体现了杂交的优势。


 10.7　房贷问题

住房是居民消费的一个重要部分，大部分人选择银行按揭贷款，然后在若干年内逐月分期还款。如果借了10万，还款额一定会超过10万元。

设贷款总额为x0
 ，贷款期限为N个月，采取逐月等额方式偿还本息。若xk
 为第k个月的欠款数，a为月还款数，r为月利率，得到下列迭代关系式为

[image: ]


那么，

[image: ]


可得还款计算公式为

[image: ]



【例10-9】
 　表10-5是某晚报于2000年3月30日第7版的一则房产广告：


表10-5　房产广告信息

[image: ]


不难算出，向银行总共借了25.2万元，30年内共要还51.696万元，约为当初借款的两倍。这个案例中贷款年利率是多少呢？

有人可能这样算：

年利率＝（51.696-25.2）/30/25.2×100％=3.5％

但这个算法是错误的，因为并不是等到30年后一次性还款。

根据a=0.1436，x0
 =25.2，N＝360，由式（10-2）得到

[image: ]


这是一个关于月利率r的高次代数方程，理论上可用roots求解，但现实上并不合适。

在此用fzero求解，r应比当时活期存款月利率略高一些。可用当时活期存款月利率0.0198/12作为迭代初值，为了剔除r=0这个没有实际意义的根，对式（10-2）稍做变形，其实现的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    fun=inline('25.2*(1+r)^360-((1+r)^360-1)/r*0.136','r');
    r=fzero(fun,0.0198/12);
    R=12*r


运行程序，输出如下。


    R =
    0.0505利用年利率为5.05%。



 10.8　蒲丰投针问题

蒲丰（Buffon）是法国著名学者，于1777年提出了用随机投针试验求圆周率π的方法。在平面上画有等距离为a的一些平行直线，向平面上随机投掷一长为l（l<a）的针。设投针次数为n，针与平行线相交次数为m。试求针与一平行线相交的概率p。

令M表示针的中点，x表示针投在平面上点M与最近一条平行线的距离，φ表示针与平行线的交角，如图10-15和图10-16所示。



	[image: ]

	[image: ]




	图10-15　投针问题1
	图10-16　投针问题2




显然[image: ]
 。

随机投针的概率含义为：针的中点M与平行线的距离x均匀地分布于区间[image: ]
 内，针与平行线交角φ均匀分布于区间[0，π]内，x与φ是相互独立的。而针与平行线相交的充分必要条件为[image: ]
 。

将投掷针到平面上理解为向区域G内“均匀分布”地投掷点，而求点（φ，x）落入G中的概率p，显然，这一概率为

[image: ]


这表明，可以利用投针试验计算π值。当投针次数n充分大且针与平行线相交m次，可用频率m/n作为概率p的估计值，因此可求得π的估计值为

[image: ]



【例10-10】
 　历史上曾经有一些学者做了随机投针试验，并得到了π的估计值。表10-6列出了两个最详细的试验情况。


表10-6　历史上蒲丰投针试验

[image: ]


以上介绍的蒲丰随机投针试验可以认为是随机模拟方法的一个雏形，而真正使用随机投针试验方法来计算π值，需要做大量的试验才能完成。可以把蒲丰随机投针试验交给计算机来模拟实现，具体做法如下。

（1）产生相互独立的随机变量Φ与X的抽样序列[image: ]
 ，其中Φ～U（0，π），X～U（0，a/2）；

（2）检验条件[image: ]
 是否成立，若上述条件成立，则表示第i次实验成功，即针与平行线相交（（φi
 ，xi
 ）∈G），如果在n次试验中成功次数为m，则π的估计值[image: ]
 。

利用MATLAB代码实现蒲丰随机投针计算。


    >> clear all;
    a=45;                    %为蒲丰随机投针实验的参数赋初值
    l=36;
    n=5000;
    m=0;      %将落入区域G的点数赋初值
    t=0:0.01:pi;
    plot(t,l*sin(t)/2);  %绘制区域G
    hold on;
    for i=1:n
        x=rand*a/2;      %产生(0，a/2)上服从均匀分布的随机数
        fi=rand*pi;      %产生(0,pi)上服从均匀分布的随机数
        if x<=l*sin(fi)/2    %检验条件
            plot(fi,x,'r.');  %落入G区域的点
            m=m+1;        %针与平行线相关次数增1
        end
    end
    hold off
    %输出落入区域G的点数
    fprintf('落入区域G的点数m=%4d＼n',m);
    %输出圆周率估计值
    fprintf('圆周率的估计值为%5.4f＼n',2*l*n/(a*m));


运行程序，输出如下，效果如图10-17所示。

[image: ]
图10-17　落入G区域的点效果图



落入区域G的点数m=2577。

圆周率的估计值为3.1044。

随机模拟方法是一种具有独特风格的数值计算方法，这一方法是以概率统计为主要基础，以随机抽样为主要手段的广义的数值计算方法。它用随机数进行统计实验，把得到的统计特征值（均值与概率等）作为所求问题的数值解。


 10.9　企业销售额问题

企业销售额问题是一个较常见的预测规划、回归分析问题。企业根据行业销售额以及企业自身销售额合理地计划下一周期或更长时间的企业规划，对于实际企业运行具有一定的指导意义。

这是一个以时间为顺序的销售额的实际实例，对于公司与行业间的销售额之间的关系，建立公司销售额对全行业销售额的回归数学模型，分析该段时间内的变化规律。


【例10-11】
 　某公司想用全行业的销售额作为自变量来预测公司的销售额，表10-7给出了1977—1981年公司销售额和行业销售额的分季度数据（单位：百万元）。


表10-7　数据表

[image: ]


（1）绘制数据散点图，观察线性回归模型拟合是否合适。

（2）建立公司销售额对全行业销售额的回归模型，并诊断随机误差项的自相关性。

（3）建立消除了随机误差项自相关性后的回归模型。

模型主要假设有：

（1）该模型的估计只针对上述的数据且年度数据具有合理性；

（2）各个季度的销售额彼此独立；

（3）行业中的各公司之间彼此不造成大的影响；

（4）公司销售额y，行业销售额x，季度为t=1，2，…，20。

由于公司销售额为行业销售额中的一部分，因此公司销售额对行业销售额有一定的影响。在此问题中，客观地根据20个季度的数据来观察了解二者之间的关系，绘制出散点图，在散点图的基础上，进行曲线拟合，寻找最佳的拟合曲线。

实现公司销售额的散点图的代码如下。


    >> clear all;
    t=1:20;
    y=[20.96 21.40 21.96 21.52 22.39 22.76 23.48 23.66 24.10 24.01 24.54 24.30 25.00 25.64 26.36 26.98 27.52 27.78 28.24 28.78]';
    plot(t,y,'ro');
    xlabel('t');ylabel('公司销售额y');


得到20个季度的公司销售额的散点图如图10-18所示。

[image: ]
图10-18　公司销售额变化曲线图



实现行业销售额的散点图代码如下。


    >> t=1:20;
    x=[127.3 130.0 132.7 129.4 135.0 137.1 141.2 142.8 145.5 145.3 148.3 146.4 150.2 153.1 157.3 160.7 164.2 165.6 168.7 171.7]';
    plot(t,x,'ro');
    xlabel('t');ylabel('行业销售额x');


得到20个季度的行业销售额的散点图如图10-19所示。

[image: ]
图10-19　行业销售额变化曲线图



由散点图可知，公司的销售额上升与下降的趋势与行业的销售额同步变化，随着公司销售额的增长而增长，随公司销售额的降低而降低，说明公司销售额与行业销售额之间有着一定的线性关系。实现行业销售额与公司销售额之间的关系图代码如下。


    >> clear all;
    y=[20.96 21.40 21.96 21.52 22.39 22.76 23.48 23.66 24.10 24.01 24.54 24.30 25.00 25.64 26.36 26.98 27.52 27.78 28.24 28.78]';
    x=[127.3 130.0 132.7 129.4 135.0 137.1 141.2 142.8 145.5 145.3 148.3 146.4 150.2 153.1 157.3 160.7 164.2 165.6 168.7 171.7]';
    plot(x,y,'ro');
    xlabel('行业销售额x');ylabel('公司销售额y');


得到公司销售额与行业销售额的散点图如图10-20所示。

[image: ]
图10-20　行业销售额与公司销售额之间的关系图



根据数据，拟合曲线，代码如下。


    >> clear all;
    y=[20.96 21.40 21.96 21.52 22.39 22.76 23.48 23.66 24.10 24.01 24.54 24.30 25.00 25.64 26.36 26.98 27.52 27.78 28.24 28.78]';
    x=[127.3 130.0 132.7 129.4 135.0 137.1 141.2 142.8 145.5 145.3 148.3 146.4 150.2 153.1 157.3 160.7 164.2 165.6 168.7 171.7]';
    s=polyfit(x,y,1)


运行程序，输出如下。


    s =
      0.1763  -1.4548


得到直线方程为

[image: ]


用MATLAB的rstool命令得到不同水平20组数据的预测值及其置信区间，代码如下。


    >> clear all;
    y=[20.96 21.40 21.96 21.52 22.39 22.76 23.48 23.66 24.10 24.01 24.54 24.30 25.00 25.64 26.36 26.98 27.52 27.78 28.24 28.78]';
    x=[127.3 130.0 132.7 129.4 135.0 137.1 141.2 142.8 145.5 145.3 148.3 146.4 150.2 153.1 157.3 160.7 164.2 165.6 168.7 171.7]';
    rstool(x,y);  %自相关诊断


运行程序，效果如图10-21所示。

[image: ]
图10-21　置信区间估计



在图10-21的分析结果中，直线拟合在整体上适合。

由yt
 =0.1763xt
 -1.4548，再根据残差[image: ]
 可得20个季度的20组数据的残差值。计算数据的残差程序如下。


    >> a=ones(20,1);
    b=0.1763*x-1.4548*a;  %预测
    c=y-b  %残差


运行程序，输出如下。


    c =
      -0.0282
      -0.0642
        0.0198
        0.1616
        0.0443
        0.0441
        0.0412
      -0.0608
      -0.0968
      -0.1516
      -0.1505
      -0.0555
      -0.0255
        0.1033
        0.0828
        0.1034
        0.0263
        0.0395
      -0.0470
      -0.0359


根据以上数据，可得误差相关的散点图，代码如下。


    >> c1=c(2:20,1);    %e(t)
    c2=c(1:19,1);      %e(t-1)
    plot(c1,c2,'o');  %误差散点图
    xlabel('e(i-1)');  %坐标标记
    ylabel('e(i)');  %坐标标记
    hold on;
    d=0;
    d1=-0.15:0.0001:0.25;
    plot(d,d1)  %绘图，标记x轴
    hold on;
    plot(d1,d);  %绘图，标记y轴


运行程序，效果如图10-22所示。

[image: ]
图10-22　误差相关图



从图10-22可清晰地看出，残差et
 主要分布在第1和第3象限。


 10.10　食堂用餐满意问题

长期以来，供餐者与就餐者之间存在供需的矛盾问题。食堂饭菜供应问题、服务员和用餐人员之间的协调处理、师生吃饭走路的距离等均影响食堂用餐质量的综合评价，然而合理地评价食堂服务满意度又显得至关重要。


【例10-12】
 　某校目前有多个学生食堂，每天供约一万五千人（学生和教职员工）就餐。学生分布在东西两个宿舍区，在两个教学区上课。长期以来，供餐者和就餐者之间存在供需的矛盾问题。例如，某食堂管理员反映：在饭菜准备方面，有时有巨大的浪费，米饭做了许多，有时因为没有学生来吃饭，不得不倒掉。然而，学生却说，中午第四节课下课后，因为餐厅人多，排队长，等轮到自己时，可口的饭菜已卖光，新菜还没有上来，不愿意再等，只好随便吃。教师就餐有时也会遇到一些问题，比如，5月8日和5月9日期中考试期间，老师来食堂吃饭时，因为是周末，饭菜准备就有些不足，师傅们说，没有接到通知，依然按照通常的状态准备的饭菜。

这种供求关系的不平衡，食堂管理者和广大用餐者双方都十分关注。目前还没有找到一种行之有效、快捷的就餐者量化预测方法，能够比较准确地预测不同时间段，不同的日期就餐人数，以减少材料的浪费，提高餐厅的服务质量和广大师生的满意度。

运用数学建模的方法评价这些食堂的服务质量，建立师生在食堂就餐的服务质量的满意度模型。

假设：

（1）学生食堂无重大变故等，而导致食堂无法正常运转；

（2）师生随机选择地方餐饮；

（3）食堂提供的数据真实可靠；

（4）物体变化等因素对师生、食堂无抵触作用；

（5）每天早餐、午餐和晚餐时间固定；

（6）两个教学楼大致位于同一位置；

（7）两栋宿舍楼也大致位于同一位置；

（8）排除天气的影响。

其中，C1
 表示餐饮价格；C2
 表示教学楼与食堂的位置关系；C3
 为宿舍与食堂的距离；C4
 为食堂的服务态度；C5
 为餐饮卫生程度；C6
 为餐饮口味；C7
 为食堂餐厅的容量；P1
 为食堂1的服务质量；P2
 为食堂2的服务质量；P3
 为食堂3的服务质量；A为描述准则层7元素间关系的成对比较矩阵；Bi
 为描述准则层Ci
 元素对食堂P1
 、P2
 、P3
 服务质量的影响情况的成对比较矩阵；λ0
 为矩阵A的最大特征根；λi
 为矩阵Bi
 的最大特征根；w为矩阵A的权向量；wi
 为矩阵Bi
 的权向量。

1．模型分析

针对该校食堂服务质量评价，这是一个定性问题，由于影响食堂服务质量的变量不一，一般采取的措施是通过调查问卷来了解学生个人对食堂的评价。针对食堂服务评价值，学生需要一个长期的过程来综合，即一个经验数值给定问题。在该问题中，综合考虑三个学生食堂用餐质量评价，针对三个食堂，学生都会从餐饮价格、教学楼与食堂的距离、宿舍与食堂的距离、食堂的服务态度、餐饮卫生程度、餐饮口味及食堂餐厅的容量等方面去考虑，从而最终得到食堂的服务质量水平。层次分析模型能够将定性的问题定量化，对于评价分析模型，其中，食堂服务质量满意度作为目标，餐饮价格、教学楼与食堂的距离、宿舍与食堂的距离、食堂的服务态度、餐饮卫生程度、餐饮口味、食堂餐厅的容量作为准则层，三个食堂作为方案层。

2．建立层次模型

对于食堂服务质量的综合评价，建立了一个层次分析模型。该模型的层次如下。

目标层——食堂服务质量量度指标。

准则层——餐饮价格、教学楼与食堂的距离、宿舍与食堂距离、食堂的服务态度、餐饮卫生程度、餐饮口味及食堂餐厅的容量。

方案层——P1
 的服务质量、P2
 的服务质量、P3
 的服务质量。

得到层次结构如图10-23所示。

[image: ]
图10-23　层次结构



构造准则层各元素之间、方案层对于准则层各元素的成对比较矩阵共6个。餐饮价格占另外6个因素的权重如下。

[image: ]


餐饮价格在三个食堂所占比重：

[image: ]


学校教学楼与三个食堂的相对距离如下：

[image: ]


学生宿舍与三个食堂的相对距离远近如下：

[image: ]


三个食堂的相对服务态度如下：

[image: ]


三个食堂餐饮相对卫生程度分布关系为：

[image: ]


三个食堂餐饮口味相对比例关系为：

[image: ]


三个食堂餐厅的容量大致相对比例为：

[image: ]


对于每一个成对比较矩阵计算最大特征根及对应的权向量，利用MATLAB依次求得矩阵A，B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ，B5
 ，B6
 ，B7
 的最大特征根和特征向量如下所示。

求矩阵的最大特征根和特征向量的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %餐饮价格占另外6个因素的权重A
    A=[1 3 2 5 4 7 8;0.33333 1 2 3 5 6 7;0.5 0.5 1 2 3 5 5;0.2 0.33333 0.5 1 2 3 4;…
        0.25 0.2 0.33333 0.5 1 2 3;0.14286 0.16667 0.2 0.33333 0.5 1 2;…
        0.125 0.14286 0.2 0.25 0.33333 0.5 1];
    [v,d]=eig(A);    %求特征值和特征向量
    d(1,1)    %特征值
    v(:,1)  %特征向量


运行程序，输出如下。


    ans =
        7.2531
    ans =
      -0.7565
      -0.4951
      -0.3398
      -0.1974
      -0.1343
      -0.0814
      -0.0589


可得A的最大特征根λ0
 =7.2531，对应的特征向量为
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求矩阵B1
 的最大特征根和特征向量的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %餐饮价格在三个食堂所占比重
    B1=[1 2 3;0.5 1 2;0.3333 0.5 1];
    [v,d]=eig(B1);  %求特征值和特征向量
    d(1,1)  %特征值
    v(:,1)  %特征向量


运行程序，输出如下。


    ans =
        3.0092
    ans =
        0.8468
        0.4660
        0.2564


B1
 的最大特征根λ1
 =3.0092，对应的特征向量为

[image: ]


求矩阵B2
 的最大特征根和特征向量的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %学校教学楼与三个食堂的相对距离B2矩阵
    B2=[1 5 0.5;0.2 1 0.2;2 5 1];
    [v,d]=eig(B2);  %求特征值和特征向量
    d(1,1)  %特征值
    v(:,1)  %特征向量


运行程序，输出如下。


    ans =
        3.0536
    ans =
        0.5283
        0.1331
        0.8386


B2
 的最大特征根λ2
 =3.0536，对应的特征向量为

[image: ]


求矩阵B3
 的最大特征根和特征向量的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %学生宿舍与三个食堂的相对距离远近
    B3=[1 0.125 0.16667;8 1 2;6 0.5 1];
    [v,d]=eig(B3);  %求特征值和特征向量
    d(1,1)  %特征值
    v(:,1)  %特征向量


运行程序，输出如下。


    ans =
        3.0183
    ans =
        0.0943
        0.8640
        0.4945


B3
 的最大特征根λ3
 =3.0183，对应的特征向量为
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求矩阵B4
 的最大特征根和特征向量的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %三个食堂的相对服务态度
    B4=[1 3 0.25;0.33333 1 2;4 0.5 1];
    [v,d]=eig(B4);  %求特征值值和特征向量
    d(1,1)  %特征值
    v(:,1)  %特征向量


运行程序，输出如下。


    ans =
        4.2312
    ans =
      -0.5098
      -0.4902
      -0.7070


B4
 的最大特征根λ4
 =4.2312，对应的特征向量为
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求矩阵B5
 的最大特征根和特征向量的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %三个食堂餐饮相对卫生程度分布关系
    B5=[1 0.5 0.33333;2 1 0.5;3 2 1];
    [v,d]=eig(B5);  %求特征值和特征向量
    d(1,1)  %特征值
    v(:,1)  %特征向量


运行程序，输出如下。


    ans =
        3.0092
    ans =
        0.2565
        0.4660
        0.8468


B5
 的最大特征根λ5
 =3.0092，对应的特征向量为

[image: ]


求矩阵B6
 的最大特征根和特征向量的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %三个食堂餐饮口味相对比例关系
    B6=[1 5 3;0.2 1 0.5;0.33333 2 1];
    [v,d]=eig(B6);          %求特征值和特征向量
    d(1,1)  %特征值
    v(:,1)  %特征向量


运行程序，输出如下。


    ans =
        3.0037
    ans =
        0.9281
        0.1747
        0.3288


B6
 的最大特征根λ6
 =3.0037，对应的特征向量为

[image: ]


求矩阵B7
 的最大特征根和特征向量的MATLAB代码如下。


    >> clear all;
    %三个食堂餐厅的容量大致相对比例
    B7=[1 4 8;0.25 1 5;0.125 0.2 1];
    [v,d]=eig(B7);  %求特征值和特征向量
    d(1,1)  %特征值
    v(:,1)  %特征向量


运行程序，输出如下。


    ans =
        3.0940
    ans =
        0.9434
        0.3201
        0.0869


B7
 的最大特征根λ7
 =3.0940，对应的特征向量为：

[image: ]


其中，w1
 ，w2
 ，w3
 ，w4
 ，w5
 ，w6
 ，w7
 由于已经被归一化，所以均可作为准则层各项对目标层的权向量。

3．一致性检测

由于准则层各项对目标层（即食堂综合评价）的权向量w1
 ，w2
 ，w3
 ，w4
 ，w5
 ，w6
 ，w7
 已求出，那么构造出矩阵：

[image: ]


则所求决策层（即食堂层）组合权向量为w（3）
 =Ww，那么：

[image: ]


W通过了一致性检测。实现代码如下。


    >> clear all;
    n=7;  %矩阵的阶数
    Y=[7.2531 3.0092 3.0536 3.0183 4.2312 3.0092 3.0037 3.0940];
    CI=(Y-n)/(n-1);  %一致性指标
    CR=(CI/1.32);  %一致性比例
    %组合权向量
    W=[-0.847 0.528 0.093 -0.51 -0.257 -0.928 0.943;-0.466 0.133 0.864 -0.49 -0.466 -0.175 0.32;…
        -0.257 0.839 0.495 -0.707 -0.847 0.329 0.087];
    w=[-0.757 -0.495 -0.34 -0.197 -0.134 -0.0814 -0.059]';
    w3=W*w    %综合打分


运行程序，输出如下。


    w3 =
        0.5030
        0.1475
      -0.1682


整理得：

[image: ]


4．分析结果

由P1
 =0.5030、P2
 =0.1475、P3
 =-0.1682可知，食堂一的服务质量最好，食堂二的服务质量其次，食堂三的服务质量最差且食堂三的服务质量权重为负值，可以预见，食堂三如果不改变现有的服务制度，有可能因师生的心理选择，而导致关闭。
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